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 مقدمه مولفان
با وجود اینکه کتابهای بسیاری با عناوین مکانیک سیالات، دینامیک سیالات، هیدرودینامیک، 

 به زبانهای انگلیسی و فارسی تألیف شده اند ولی اغلب این کتب یا به... هیدرولیک، آئرودینامیک و
صورت کاملاً تئوری بوده، یا فقط زمینه های خاص علوم کاربردی را شامل می گردند و یا اینکه 

  .مطالب آن فقط به صورت مطالعات و روابط تجربی بیان شده اند
بنابراین با توجه به سوابق تدریس در زمینه های یاد شده، به نظر می رسید کتابی جامع و نسبتاً ساده 

 علم سیالات و کاربردهای آن را بیان کند و دارای حجمی مناسب جهت تدریس و قابل فهم که اصول
لذا مولفان تصمیم گرفتند . در سطوح متوسط و متناسب با اکثر زمینه های مهندسی باشد وجود ندارد

که بر اساس جزوه های درسی اینجانب دکتر منوچهر راد که حاصل تجربیات سی ساله تدریس و 
نتیجه این کوششها کتابی است . دوران بوده است، تألیف این کتاب را آغاز کننددست نوشته های این 

این کتاب می تواند . که پیش رو دارید و امید است که این اثر مفید فایده کلیه خوانندگان قرار گیرد
برای تدریس و آموزش دروس مختلفی با عناوین دینامیک سیالات،  هیدرودینامیک، آئرودینامیک و 

موارد مشابه مورد استفاده اساتید و دانشجویان کلیه رشته های علوم و مهندسی در مقاطع سایر 
در تهیه و تکمیل این کتاب . تحصیلی دکتری، کارشناسی ارشد و سال آخر دوره کارشناسی قرار گیرد

ن تعداد زیادی از دانشجویان مهندسی مکانیک، کمک نموده اند که لازم می دانیم از همه این عزیزا
همچنین لازم است از مدیریت محترم پژوهشگاه مواد و انرژی وزارت علوم که . تشکر نماییم

امکانات و تسهیلات مادی و معنوی جهت چاپ و انتشار این کتاب را در اختیار قرار دادند 
  . سپاسگزاری گردد

بردن بدون شک کتاب حاضر عاری از خطا نمی باشد و چون هدف نهاییمان وسعت اندیشه و بالا
سطح معلومات و تجربیات دانشجویان است از اعضای محترم هیئت علمی و دانشجویان تقاضا داریم 
در صورت مشاهده خطا و یا داشتن پیشنهادی جهت بهبود این اثر، از طریق آدرس پست الکترونیکی 

  .زیر تذکر دهند تا در چاپهای بعدی اصلاح گردد که موجب تقدیر و سپاس خواهد بود
  

      چهر راد منو

      محسن قدیانی
m.qphd@yahoo.com 
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 پیشگفتار

مکانیک سیالات به عنوان یکی از قدیمی ترین شاخه های علم فیزیک، اساس درک بسیاری از علـوم                  
کاربردی و مهندسی بوده و در ارتباط با حرکت جریان و تعادل سیالات تحقیق و بررسی می کند این                   

بـه  . مـی باشـد   ) جریان سیال تـراکم پـذیر      (»امیکهیدرودینامیک و آئرودین  «ی   موضوع  شامل پایه  علم
 بسیاری از علوم به ویژه بیولوژی، مهندسی پزشکی، فیزیک سماوی، فیزیک پلاسـما، اقیـانوس                علاوه

 هیدرودینامیک مربوط به جریان آب مـی شـود و بیـشتر،             .را شامل می شود    فیزیک   -شناسی و شیمی  
بـرای جریـان هـوا در سـرعتهای         ابه این بررسـی     مش. جنبه های تئوری این جریان را بررسی می کند        

  .پایین، در علمی تحت عنوان آئرودینامیک مورد مطالعه قرار می گیرد
 از قرن نوزدهم که هیدرولیک به صورت یک علم در مهندسی عمران و آرشـیتکت کـشتی عنـوان                

سی آیروناتیک  توسعه مهند . شد، دامنه مکانیک سیالات به طور مداوم در مهندسی گسترش یافته است           
نیم ، مکانیک و بیوشیمی در دهه های گذشته از یک طرف و جستجوهای علمی در فضا در )هوا فضا(

 بسیار زیادی در مکانیک سیالات به وجود آورده است، بـه طـوری          پویایی گذشته از طرف دیگر،      قرن
  .باشد بسیار مهم و پایه های اصلی علوم می عناوینکه در حال حاضر به عنوان یکی از 

 بـه مـسائلی چـون پـرواز در سـرعت هـای بـسیار بـالا         ،تحقیقات جدیـد بخـش دینامیـک سـیالات        
، هیدرودینامیک مغناطیسی، پیش بینی چند روزه و هفته ای هوا و جریان خون )های ابرصوتی سرعت(

همچنین در بسیاری از موارد لازم اسـت کـه          .  است گسترش یافته در قلب، رگها و مویرگ ها و غیره         
.  علوم دیگر مانند ترمو دینامیک، انتقال حرارت، بیولوژی و پزشـکی باشـد             شی بر م با دان  وأ ت ،ین علم ا

علاوه بر علوم ذکر شده، مکانیک سیالات با بسیاری از تجربیات روزانه ما سرو کـار دارد، نفـسی کـه        
ات آبـزی در    فرو می بریم و باز دم آن، پرواز پرندگان و حشرات در هوا، حرکت ماهی ها و موجـود                  

فرم بدن قهرمـان اسـکی هنگـام پـرش، پرتـاب            . دریا همه از قوانین مکانیک سیالات تبعیت می کنند        
یالات قابـل تجزیـه و تحلیـل        توپ توسط ورزشکاران با قوانین مکانیک س ـ        بر دیسک و یا زدن ضربه    

  .می توان از آن برای مهارت بیشتر استفاده کردبوده و 
ن آلات، دستگاه ها و ساختمان هایی که در رابطه با سیال مخـصوصاً              در مهندسی بررسی تمام ماشی    

  و خطـوط  کانـال، سـد       هواپیما، موشک، کـشتی، بنـدر،       توربین،  پمپ، :آب و هوا عمل می کنند مثل      
 مایع و گاز در لوله و تجزیه و تحلیل جریان در موتور و مبدل هـای حرارتـی و طـرح وسـایل                       انتقال

 و دریایی حتی حمل و نقل زمینی بـستگی بـه تئـوری هـای مکانیـک                  حمل و نقل و مسافرت هوایی     
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شاید روزی فرار رسد که حتی بتوان به طور دقیق اتفاقاتی مانند سیل، طوفان و گردبـاد                 . سیالات دارد 
  .و وضع دراز مدت آب و هوا را به کمک علم مکانیک سیالات پیش بینی و یا حتی تنظیم کرد

 استاتیک، سینماتیک و دینامیک سیالات تقـسیم        حالتمی توان به سه     مطالعه همه جانبه سیالات را      
توزیع فشار استاتیکی را    ل نسبت به یکدیگر ساکن می باشند،         المان های سیا    استاتیک، در حالت . کرد

در سـینماتیک مطالعـه سـرعت و        . یق تحلیل سیال ساکن به دسـت آورد       در این حالت می توان از طر      
نرخ تغییر شکل ذرات سیال بدون در نظر گرفتن نیروها صورت می گیرد             چرخش و    شتاب در انتقال،  

به دلیل وجـود نیروهـای        در حالت سوم،   .و این مطالعه تصویری کلی از حرکت ذرات سیال می دهد          
لازم است که حرکت ذرات خود در سرعت و شتاب اثر می گذارد، داخلی بین ذرات سیال که به نوبه     

امیکی تجزیه و تحلیل شود، تا اثرات سیال و محیط پیرامون آن در حرکت بـه       سیال به وسیله آنالیز دین    
آنالیز دینامیکی شامل بررسی نیروهایی است که ذرات سیال در طول حرکت، بر یکدیگر و               . دست آید 

  .بر جدار جامد همجوار وارد می کنند
ت جریـان،    هیدرولیک و آیرودینامیک بستگی به پـیش بینـی شـکل حرک ـ            طرح و بررسی مهندسی   

انتخاب روش مناسب برای این پـیش بینـی،         . توزیع سرعت و نیروهایی که جریان ایجاد می کند دارد         
گاهی این امـر مـسئله ای سـاده اسـت مـثلاً      . بستگی به طبیعت هر مسئله خاص و دقت لازم آن دارد     

ت جریـان   محاسبه دقیق نیروی فشار وارد بر یک جسم غوطه ور در سیال ساکن ونیز برخی از حـالا                 
- با استفاده از ساده کردن معادلات ناویردتوان نیز با دقت خوبی می) کم جریان در رینولدز(سیال لزج 
 محاسـبه دقیـق نیـرو و        2 حل گردد، ولی در تعدادی از مسائل به دلیل اثرات پیچیده لزجت            1استوکس

باید به شکلی ساده تر و سرعت امکان پذیر نیست و در این مواقع با استفاده از بعضی فرضیات مسئله 
ساده ترین حل تقریبی، روش تجزیه و تحلیل با فرض یک بعدی بودن جریـان               . قابل حل تبدیل شود   

است که در بسیاری از مسائل به دست آوردن نیروی کل به جای توزیع فشار و یا سرعت متوسط بـه          
ین است که سـرعت و  در تحلیل جریان یک بعدی فرض بر ا . جای توزیع سرعت کاملاً مناسب است     

فشار فقط در امتداد کلی جریان تغییر می کنند و سرعت متوسط در صفحه عمـود بـر امتـداد جریـان                      
برای محاسبات به کار برده می شود و در این صفحه تغییرات سرعت در اثر لزجت و شکل جـدار را                     

. ر را مشخص نمودبا فرض یک بعدی بودن جریان نمی توان توزیع سرعت و فشا. در نظر نمی گیرند  
در بعضی حالات با تجزیه و تحلیل دو یا سه بعـدی جریـان مـی تـوان بـا           ) ریاضی(با روش تحلیلی    

وقتی این روش ها نتیجه ندهند، چـاره ای  .  با دقت کافی جواب را پیدا کرد        و روش تحلیلی یا عددی   
  .جز استفاده از فرمول های تجربی و یا آزمایش وجود ندارد

                                                
1 Navior-Stokes 
2 Viscosity 
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 اولیه دینامیک سیالات و  مطالعه اصولدر فصول ابتدایی بهل بر ده فصل است، کتاب حاضر مشتم
 تئوری در فصول بعدی،. روش تحلیل جریان و معادلات مربوط به حجم کنترل پرداخته می شود

مشخصات سیال حقیقی را که در ادامه، .  و الگوهای این جریان مطالعه می گردندجریان سیال ایده آل
در بخش عمده این  با این حال . از سیال ایده آل جدا می سازد مطالعه می نماییم تا حدودی آن را

این . کتاب به بررسی الگوهای جریان سیال ایده آل و متدهای پیش بینی این الگوها می پردازیم
مطالب باید با در نظر داشتن طبیعت سیال حقیقی مطالعه شود، تا حدود کاربرد تئوری سیال ایده آل 

، همچنین جریانهای غیر لذا، اثرات لزجت، لایه مرزی و جدایی. ح های عملی مشخص گردددر طر
 در پایان هر فصل، تعدادی . را بطور اجمال در فصول انتهایی مطالعه خواهیم کردچرخشی سه بعدی

تمرین ارائه شده است که جهت ارزیابی دانش آموختگان از خود پس از مطالعه هر یک از فصول این 
 در نظر گرفته شده اند تا دانشجویان اهتمام بیشتری در یادگیری اصول و مفاهیم اولیه کسب کتاب

اصول اولیه در طراحی و ترکیب مسائل مختلف را نمایند و همچنین قادر شوند روش به کار بستن 
ی به این تمرین ها بستری را فراهم می سازند تا دانشجویان اعتماد به نفس لازم را برا. تجربه کنند

کار بستن اصول اولیه در حل مسائل واقعی کسب نمایند و از این کاربردها مبنایی برای تصمیم 
گیریهای طراحی پایه ریزی کنند که حل این تمرین ها  به شناخت عمیق تر اصول اولیه کمک خواهد 

  .کرد
  

  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
  
  
  



 

 

  
  
  
  
  
  
  

  فصل اول

   جریان روش تحلیلاصول اولیه دینامیک سیالات و
  
  
  
  

  تعریف سیال و خواص سیال -1 - 1
تمام سیالات تحت تاثیر نیروی ناشی از تـنش برشـی، هـر             . سیال ماده ای است که جاری می شود       

بـا  ). گـردد مـی   تا زمانی که تنش برشی اعمال       (قدر هم که کوچک باشند تغییر شکل مداوم می دهند           
تغییـر  ( این مقاومت وقتی که حرکت سیال مقاومت بیشتری نشان می دهد که ،افزایش نرخ تغییر شکل   

سـیال نیـوتنی،     . سـیال اسـت    1این مقاومت در اثر لزجـت     . وجود نداشته باشد، از بین می رود      ) شکل
 دارد و در جریان موازی روی سطح خطی رابطه ،سیالی است که در آن تنش برشی با نرخ تغییر شکل          

  طبـق رابطـه زیـر   ود بـر جریـان   جهت عم در  تنش برشی توسط گرادیان سرعت     ،)1-1 (مطابق شکل 
  : می شودمشخص

                                                  
dy

duµτ =  
 y است که فقط با x سرعت در جهت u و y در صفحه عمود بر محور   x تنش برشی در جهت      τکه  

 مقدار ثابت رابطـه اسـت کـه آن را لزجـت دینـامیکی یـا ضـریب                   )1-1( در رابطه    µ. تغییر می کند  

                                                
1 Viscosity 

)١-١( 
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 سـیال نیـوتنی بـوده و از      ،سیالات معمولی مثل هوا، آب و اغلب مواد نفتـی سـبک           . نامند می   1لزجت
 و در   تبعیت می کنند سیالات غیر نیوتنی معمولا در کارهای مهندسـی وارد نمـی شـوند               ) 1-1(رابطه  

  .اهیم کردجا راجع به آنها بحث نخواین

  
  توزیع سرعت روی سطح: 1- 1شکل 

  
در تعدادی از مسائل به دلیل اثرات پیچیده لزجت، محاسبه دقیق نیرو و سرعت امکان پذیر نیـست و                    

 سـاده  .در این مواقع با استفاده از بعضی فرضیات مسئله باید به شکلی ساده تر و قابل حل تبدیل شود     
حلیل با فرض یک بعدی بودن جریان است که در بـسیاری    ، روش تجزیه و ت     جریان ترین حل تقریبی  

از مسائل به دست آوردن نیروی کل به جای توزیع فشار و یا سرعت متوسط به جای توزیع سـرعت                    
در تحلیل جریان یک بعدی فرض بر این است که سرعت و فشار فقط در امتـداد      . کاملاً مناسب است  

 عمود بر امتداد جریان برای محاسبات بـه کـار   ۀصفحکلی جریان تغییر می کنند و سرعت متوسط در       
  ولی.برده می شود و در این صفحه تغییرات سرعت در اثر لزجت و شکل جدار را در نظر نمی گیرند           

  .با فرض یک بعدی بودن جریان نمی توان توزیع سرعت و فشار را مشخص نمود
  

  سیال حقیقی سیال ایده آل و -2 - 1
هیدرودینامیک کلاسیک بنا شده که در آن سیال غیـر قابـل تـراکم و در                روش های تحلیلی بر پایه      

، بنابر تعریف، سـیالی اسـت کـه غیـر           )ایده آل (این سیال فرضی    . خیلی موارد ایده آل فرض می شود      
بنابراین تنش برشی را تحمل نکرده و المان هایی از آن که . باشد قابل تراکم بوده و لزجت آن صفر می      

 سـر   ،بدون هیچ مقاومتی در امتداد جـدار      (اس دارند در روی جدار آزادانه می لغزند         با جدار جامد تم   
در حرکـت  . و نیروی سیال بر هر المانی از سطح جامد عمود بر آن سطح وارد مـی شـود     ) می خورند 

سیال حقیقی نیروی برشی همیشه موجود است و سیال در تماس با جدار جامد سر نمی خورد، سیال                  
. امد بر آن می چسبد و در امتداد مماس با سطح جامد، سیال حقیقی حرکتـی نـدارد                 همجوار جدار ج  

                                                
1 Coefficient of viscosity 
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به طور  . این اختلافات بین سیال ایده آل و سیال حقیقی باعث تفاوت نتایج تئوری و تجربی می گردد                
بـه  ) 1پسا( طبق تئوری سیال ایده آل نیروهای مقاومتی         ،مثال در حرکت یک جسم در سیال بی نهایت        

د نمی شود، در صورتی که در سیال حقیقی با وجود لزجت که باعث تنش برشی مـی شـود               جسم وار 
با این همه، مسائل عملی فراوانی موجود است که می توان آنها . همیشه نیروی پسا موجود خواهد بود 

). به خصوص با تئـوری جریـان پتانـسیل        ( را با دقت کافی با روش هیدرودینامیک کلاسیک حل کرد         
ین مسائل عبارتند از پیدا کردن توزیـع سـرعت و فـشار در قـسمت جلـوی اجـسام خـط                      برخی از ا  
 جریان درکانال های کوتاه همگرا، پیدا کردن شکل و حرکت امـواج          توزیع سرعت و فشار     و 2جریانی

روی سطح مایع، شکل فوران آزاد و جریان مایع از روی سر ریز و حتی جریان کاملاً لزج نفوذ مـایع                     
 در . در بال هواپیمـا    3)برآ(و محاسبه نیروی بالابر     ) مثلاً جریان آب های زیرزمینی    (لخل  در محیط متخ  

 غیر   جریان جریان یک بعدی و   نمونه ای از توزیع سرعت در یک کانال کوتاه همگرا در            ) 2-1(شکل  
 همانطور که اشاره شد در تحلیل جریـان یـک           . مقایسه شده است   چرخشی و جریان حقیقی مغشوش    

عت و فشار فقط در امتداد کلی جریان تغییر می کنند و سرعت متوسط در صفحۀ عمود بر                  بعدی، سر 
در این صفحه تغییـرات سـرعت در اثـر لزجـت و       . امتداد جریان برای محاسبات به کار برده می شود        

  .شکل جدار در نظر گرفته نمی شود

  
  توزیع سرعت جریان در یک کانال همگرای دو بعدی: 2- 1شکل 

  4 جریان مغشوش،جریان غیر چرخشی و خط چین) ب(  ،یان با تعریف یک بعدی جر)الف(
  

   سیال غیر قابل تراکم و سیال ایده آل ،مایع  -3 - 1
مایع سیالی است که در یک درجه حرارت ثابت حجم مشخصی را در بر می گیرد و با تغییر فـشار        

د قسمت پایین ظرف را پر می کنـد،  نزوقتی آن را در ظرف ساکنی بری     . این حجم تقریباً ثابت می ماند     

                                                
1 Drag 
2 Stream lined objects 
3 Lift 
4 Turbulent 
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در اغلب محاسبات مایعات را غیر قابل تراکم فرض مـی کنـیم و حتـی    . و سطح آزاد تشکیل می دهد 
وقتی سرعت جریان نسبت به سرعت صوت در گاز کوچک باشد گازها را هم غیر قابل تراکم در نظر 

باشد تغییرات دانسیته    کمتر   سیال  سرعت صوت در آن    3/0معمولاً وقتی سرعت جریان از      . می گیریم 
را می توان در ایـن سـرعت هـا    ) مثلا هوا(در اثر تغییرات فشار بسیار کم و ناچیز است و جریان گاز   

سیالی که غیر قابل تراکم بـوده و لزجـت   ( اگر سیال را ایده آل فرض کنیم        .غیر قابل تراکم فرض کرد    
 حقیقـی جـرم   این سیال مثل سیال. آسان می شود  در مطالعات سیالات   کاربرد ریاضی  ،)آن صفر است  

 اما در مقابل تغییر شکل مقاومتی نشان نمی دهـد و بنـابراین              ،مخصوص دارد و می تواند جاری شود      
در ضمن سیال ایده آل نه کشش سـطحی نـشان           . در سیال ایده آل تنش برشی نمی تواند موجود باشد         

  .ا حفره های بخار در آن به وجود نمی آیدیون  پس کاویتاسی،می دهد و نه اینکه تبخیر می شود
  

   معرفی روش تحلیل جریان-4- 1
یات را شامل ئ تمام جزاینکهحل یک مسئله جریان سیال ممکن است شامل نتایج کلی باشد و یا   

 . دارد جریان بستگی به دقت مورد نظر و امکان حل جزییات مسالهبررسیانتخاب روش . شود
 تجزیه و تحلیل پیشرفته می باشد و پیچیدگی زیادی نسبت به نیازمندر معمولاً  با جزییات بیشتبررسی

 رسیدن به حل می تواند هزینه مورد نیاز و همین طوردقت. دارد تشریح با جزییات کمتر یک مسئله
  . مسئله تعیین کننده باشدبررسی یکدر سطح 

 در مکانیک اجسام صلب .ردیک مسئله را می توان در سیستم جرم ثابت یا حجم ثابت بررسی ک
عموماً سیستمی مورد مطالعه قرار می گیرد که همیشه شامل ذرات یکسان و در نتیجه جرم ثابت 

در حل مسائل مختلفی از مکانیک سیالات می توان قوانین مکانیک و ترمودینامیک مربوط به . باشند
رده شدن گاز توسط پیستون داخل  به طور مثال مسئله ای که مربوط به فش؛جرم ثابت را به کار گرفت

  .یک سیلندر است
به جای جرم ) سیستم باز( در اکثر مسائل جریان سیال به کارگیری یک سیستم شامل حجم کنترل 

 در استفاده از حجم ثابت یک مجموعه محور .راحت تر و مناسب تر است) سیستم بسته(ثابت 
ند و جزئیات جریان سیال نسبت به این مختصات می توان تعریف کرد که نسبت به حجم ثابت هست

چون قوانین مکانیک و ترمودینامیک معمولاً برای . گیرند محور مختصات مورد مطالعه قرار می
سیستم جرم ثابت نوشته می شوند این روابط باید به صورتی درآیند که بتوان آنها را در سیستم حجم 

  .ثابت به کار گرفت
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 روش سیستم در. می نامندروش سیستمرم ثابت و حجم ثابت را  جریان به صورت جبررسیمعمولاً 
  وریم،آمی نتایج کلی به دست  ،ستم اتفاق می افتد را بررسی کنیمبدون آن که جزئیاتی که داخل سی

  در حالی که برای بعضی مسائل جزییات بیشتر مورد نیاز است و روش سیستم به حل مورد نظر 
 جریان میدانمیدان که سعی در تشریح جریان در نقاط مختلف روش با در این مواقع . نمی رسد

در روش میدان، اطلاعات جریان در تمام نقاط با . یدرس د می توان به حل مورد نظردار) تمام میدان(
        که اکثراً در مطالعات جریان سیال استفاده ، با جزییات کمتربررسی. جزییات به دست می آید

این روش منجر به روابطی می شود که مقادیر اصلی مشخصه جریان . ستا روش اویلری ،می شود
مثل سرعت، فشار و درجه حرارت یا جرم مخصوص را در هر نقطه در میدان جریان به صورت 

 روش لاگرانژیروش پیچیده تر و با جزییات بیشتر . تابعی از مختصات نقطه و زمان معلوم می کند
جریان و موقعیت تمام ذرات را مشخص میدان ای هر ذره واقع در است که مقادیر اصلی جریان را بر

 می شود در بررسیبنابراین در روش لاگرانژی هر ذره سیال دنبال می شود و وضعیتش  .می کند
حالی که در روش اویلری منحصراً وضعیت در نقطه بدون اشاره به این که چه ذره ای آن نقطه را 

  .خواهد شدبررسی اشغال کرده است 
حجم (در اغلب کتاب های درسی هیدرولیک و مکانیک سیالات ابتدایی عموماً روش سیستم باز 

به کار گرفته می شود و معادلات به دست آمده در شکل انتگرالی و یا بعد از گرفتن ) کنترل بزرگ
 یا  دیفرانسیلی و، در صورتی که معادلات نتیجه شده از روش میدان،انتگرال به شکل جبری می باشند

  .معادلات دیفرانسیلی پاره ای می باشند
در حقیقت . در هر روش فقط معدودی از مسائل مکانیک سیالات را می توان بدون تقریب حل کرد

 مکانیک سیالات مطالعه روش ریاضی برای حل معادلات و نوع تقریبی که به کار گرفته می شود علم
 طور که ذکر شد تقریب اولیه برای اکثر مسائل  همان.به دست دهداست تا نتیجه قابل استفاده را 
  .مربوط به ابعاد مسئله می باشد

مثلاً سرعت تابعی از سه مولفه مکان و بعد زمان . ما در دنیای سه بعدی تابع زمان زندگی می کنیم   
 بیشتر مسائل مهندسی حل مسائل یک بعدی را در بر گرفته بیستمگر چه در طول قرن . می باشد
 کامپیوتر و پیشرفت روش عددی امکان حل تعداد زیادی از مسائل چند بعدی را فراهم است ولی
  نسبت به کل مسائل سیالات،،)تابع زمان(مسائل سه بعدی و غیر دائمی  تعداد حل البته. کرده است
 لذا یکی از ،)مغشوشمخصوصاً در جریان ( و همه آنها هم قابل قبول نمی باشد  بودهبسیار کم
  .ای اصلی هنوز بعد جریان استتقریب ه
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   تحلیل دیفرانسیلی جریان سیال-5- 1
 حل مسائل سیالات، بررسی بر اساس حجم کنترل ایرب عمدتاً مقدماتیدروس سیالات کتب یا در 

 فشار و سرعت متوسط مورد نظر باشند این روش در بسیاری ،وقتی که نیروی کلی. یردانجام می گ
  . مشخص نمی کند با جزییات وضعیت میدان جریان را، در تمام نقاطموارد مناسب و عملی است اما

 که شرح کامل تمام نقاط جریان لازم می باشد و روش حجم کنترل بزرگ وجود داردخیلی موارد 
مثلاً برای به دست آوردن اطلاعات در رابطه با توزیع سرعت در مقطع . جواب مطلوب را نمی دهد
یا جریان  ، واقع در جریان توزیع فشار و تنش برشی در سطح اجسامای ،لوله و یا هر مجرای دیگر

  لازم است روابطی را به دست آوریم کهها در این حالتکه روی پره های توربین یا بال هواپیما،
در روش اویلری، . بدهد و در هر نقطه ای کاربرد داشته باشندجریان  میدان قاط در تمام ناطلاعات را

 را باید در نظر گرفت که بررسی به صورت تحلیل جزیی است و روابط یلیکنترل دیفرانسحجم 
  .حاکم معادلات دیفرانسیل می باشند

 معادلات دیفرانسیل حاکم بر مختصر بعد به صورت فصول سینماتیک جریان سیال و در فصلدر این 
 به صورتده ومتاسفانه خواهیم دید که معادلات کلی بسیار پیچی. جریان تجزیه و تحلیل می شوند

 می باشند مگر در حالت های ساده شده ،معادلات دیفرانسیل پاره ای غیر قابل حل به صورت دقیق
 در خیلی موارد می توان و به این ترتیب  بتوان فرضیات ساده کننده ای در جریان انجام داد کهخاصی

  باشدات لزجت بسیار ناچیزاثر در حالتی که  دقیق معادلات را به دست آورد، مثلاً تحلیلی نسبتاَحل
  . جریان های بارینولدز بسیار کم در حالت و یا) جریان پتانسیل،جریان غیر لزج(

یکی : می توان به دو بخش تقسیم کردرا برای رینولدزهای بالا در بعضی از جریان ها میدان جریان 
دور از جدار که جریان   ناحیه مهم است و دیگری در آن لایهلایه نازک نزدیک جدار که اثرات لزجت

 با بعضی فرضیات در این لایه و فرض جریان غیر لزج در خارج .فرض کردغیر لزج میتوان اصولاً را 
  . قابل حل خواهند بودتحلیلیاز این لایه، بسیاری از مسائل جریان سیال به صورت 

یفرانسیل جریان را باید توجه داشت که با در دسترس بودن کامپیوترهای قوی، بسیاری از معادلات د
 حجم و یا 2 یا المان های محدود، 1با روش عددی چه به صورت تفاضل های محدودمی توان 

یا به صورت  4 را دینامیک سیالات محاسباتیهاکه به صورت کلی این روشحل کرد  ... و3حدودم
  .می نامند) (CFDکوتاه 

                                                
1 Finite difference  
2  Finite elements 
3  Finite volume 
4 Computationl Fluid Dynamics  
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حل شده و یا قابل حل   CFD روشاده از مسائل زیادی با استف)لایه ای(در جریان های آرام        
 ولی هنوز مسائل بیشماری مخصوصاً در جریان های پیچیده مغشوش موجودند که حل ،می باشند

دودی از جریان حر نمی باشند و در تعداد میآنها حتی با استفاده از کامپیوترهای بسیار قوی امکان پذ
معمولاً در مسائل فعلی که . تخاب کردهای مغشوش هم باید مدل مناسب برای جریان مغشوش ان

 مسئله را به صورت قابل حل توربولانسی،جریان مغشوش داریم می توان با استفاده از مدل های 
  .درآورد

در نتیجه در اغلب مسائل لازم است که برای شرایط خاص روابط را ساده کرد تا معادلات دیفرانسیل 
رابطه به دست آمده برای چه شرایطی است و فقط در آن لذا باید توجه داشت که هر . قابل حل باشد

  .شرایط از رابطه استفاده کرد
  

  ی شرایط مسئلهرخ بحث در ب -6- 1
گفتیم که برای به دست آوردن روابط به صورت ساده و قابل استفاده شرایطی در جریان فرض      

 پس در کاربرد .. . .بعدی و می شود، مثل جریان دائمی، یکنواخت، غیر قابل تراکم، غیر لزج، یک 
  باشدهر رابطه باید شرایط به دست آوردن آن رابطه را بدانیم و در صورتی که آن شرایط عملاً صادق

  . روابطی را که در آن حالت صادق است به کار بریم،برای حل آن مسائل
2211 در رابطه ساده پیوستگی به عنوان مثال، AVAV غیر قابل تراکم و دائمی  ،بعدی یک شرایط =

 رابطه برنولی به صورت یا ،فرض شده و رابطه برای دو مقطع یک لوله جریان به دست آمده است
  :زیر

++= ثابت  Z
g

VP

2

2

γ
  

 . روی خط جریان به دست آمده است، و دائمی، غیر قابل تراکم،برای جریان سیال غیر لزج

 
 همواره خزن بسیار بزرگی که سطح آزاد آن از کف مCo20 ، آب)3-1 ( مطابق شکل)1-1مثال 
mD به قطر صافیمی ماند توسط لوله      ثابت  mL و طول =2.0 .  در حال تخلیه می باشد=30

،  باشدk=2.0برابر با )1( افت موضعی در مقطع ضریب وf=01.0اگر ضریب اصطکاک لوله 
mL محاسبات را با طول لوله . را محاسبه کنید)1(فشارمطلق در نقطه   .  تکرار کنید=35

)٢-١( 
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  )1- 1(مخزن مربوط به مثال : 3- 1شکل 

  -حل
  : داریم)1( و )0(با نوشتن رابطه برنولی بین نقاط 

)                   1             (2
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      0     ~ 0    
atmPPPبا توجه به اینکه  )2( و )1( مقاطع بین انرژیرابطه  ==   :می دهد 02

)  2 (                          
g

V

D

L
fk

g

VP
L

g

VP

2
)(0

22

2
1

2
22

2
11 ++++=++

γγ
  

                                                                      0   
VVVبا توجه به رابطه پیوستگی == mLو) 2(در ) 1(با جایگذاری از رابطه  21   :خواهیم داشت=25

m
g

V

g

V
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L
fk 85.11

7.2
32
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)01.0(2.01

32
22

)1(302
22

==
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  :برای فشار نسبی در نقطه مورد نظر داریم) 1(بنابراین از رابطه 
m

P
85.985.1121 −=−=

γ
  

mPatm اتمسفر برابر  مطلقو چون فشار این مشاهده می شود که فشار مطلق  آب است، بنابر=33.10
بیشتر شود فشار  m33ولی اگر طول لوله از  ، متر آب می شود48.0 حدوداَ برابر در ورودی لوله

حداقل فشار  ،در حقیقت در این نقطه.  که امکان نداردمی شودمنفی یک مقدار مطلق در ورودی لوله 
 می کند و پدیده تبخیر شدنآب شروع به باشد، در غیر این صورت  Co20 تبخیر آبمی تواند فشار 

 جریان ، در طول خاصی از لوله وقتی کاویتاسیون رخ دهد یعنی در این مثال.دهد می رخیتاسیون کاو
ویا انرژی  به کار بردن رابطه برنولی در این صورت و ثابت نیست ρ و با  غیر قابل تراکم،سیال

 .صحیح نیست
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  ریان  رابطه قانون دوم نیوتن در امتداد عمود بر خط ج-7- 1

بردار شتاب بصورت 
dt

Vd
a

r
r برای ذره ای از سیال روی یک ) 4-1( مطابق شکل.  تعریف می شود=

zx در حالت دو بعدی و در صفحه،خط جریان  در راستای sa  بردار شتاب شامل دو مولفه، یکی−
 با توجه به سرعت جریان  .می باشد در راستای عمود بر خط جریان na خط جریان و دیگری

)(sVV   : خواهیم داشت=

R

V
a

s

V
V

dt

ds

s

V

dt

sdV
a ns

2

,
)( =

∂
∂=

∂
∂==  

  

  
 x-zنیروهای وارد بر ذره سیال روی یک خط جریان در صفحه ): 4-1(شکل 

  
در جهت عمود ) 4-1( مطابق شکلmδ با جرمδ∀حجم  به را برای ذره ای از سیالقانون دوم نیوتن

    : می بریمبر خط جریان به کار

R

V
V

R

m
Fn

2
2 )( ∀==∑

ρδδδ  

 مولفه نیروی ثقل در جهت عمود بر خط جریان را می توان به صورت
dn

dz∀−=∀− γδθγδ cos 
 در راستای عمود بر خط  بر ذره سیال خالص نیروی فشار وارد،همچنین با توجه به شکل. نوشت
  : برابر است باجریان

)٣-١( 
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∀
∂
∂−=

∂
∂+− δδδδδδ
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P
ysn

n

P
PysP )(  

با جایگذاری نیروهای وارد بر المان و تقسیم کلیه  عمود بر جهت جریان n در امتداد )3-1 (رابطه
  : زیر می گرددبه صورت  δ∀جملات بر حجم

R

V

n

p

dn

dz 2ργ =
∂
∂−−  

=0یان افقی باشدگر جرا
dn

dz 0، یا بتوان از نیروی ثقل صرفنظر کرد≈γ به صورت ) 4-1( رابطه

R

V

n

p 2ρ−=
∂
 ثابت s اگر.  می شود که نشان می دهد فشار با فاصله از مرکز انحناء افزایش می یابد∂

باشد، 
dn

dP

n

P =
∂
 و انتگرال گیری در راستای عمود بر dnدر ) 4-1( در این حالت با ضرب رابطه ∂

  :خط جریان خواهیم داشت

∫∫ثابت =++ zgdn
R

VP 2

ρ
  

  : و برای جریان غیر قابل تراکم در امتداد عمود بر خط جریان داریم

∫ثابت =++ zdn
R

V
P γρ

2

  
  

+= ثابت ، رابطه فوق به صورت R→∞ ، یعنیریان مستقیم باشداگر خط ج zP γ  می شودساده 
  . تغییرات در این جریان به صورت هیدرو استاتیکی استکه در این حالت،

  
 جریان به  در امتداد خط برای جریان غیر قابل تراکم رابطه برنولیبه روش مشابه، می توان نشان داد

  :می آیدبه دست صورت زیر 
++=ثابت zVP γρ 2

2

1  
  

   آنالیز دیفرانسیلی المان سیال -8- 1
      شامل تغییر مکان، تغییر طول یا حجم، دوران، تغییر زاویه)5-1 ( مطابق شکلحرکت کلی سیال

  .می باشد

)١-۴( 

)١-۶( 

)٧-١( 

)١-۵( 
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   تغییر زاویه ودوران سیال شامل تغییر مکان، تغییر طول ،  المانحرکت کلی :5- 1شکل 

  
   سرعت و شتاب میدان جریان-1- 1-8

 ، بردار سرعت سرعت در میدان جریان تابعی از مکان و زمان می باشد در سیستم مختصات کارتزین
  : و بردار شتاب به ترتیب عبارتند از

wkvjuiV
∧∧∧→

++=  

t

V
a

t δ
δ

δ 0
lim
→

=
→  

 و شتاب 1ا توجه به تعریف مشتق کامل، شامل شتاب محلیبردار شتاب کلی در سیستم کارتزین ب
 : است2جابجایی
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 : بنابراین مولفه های بردار شتاب کلی، در سیستم کارتزین عبارتند از
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1  Local acceleration 
2  Convective acceleration 
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  :واهد بودصورت خ شتاب کلی به این

 zyx akajaia
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  : مشتق کاملبا توجه به تعریف
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  :خواهیم داشتپس برای شتاب کلی 
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  : را می توان چنین نوشت و مولفه های بردار شتاب
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  )تغییر حجم( حرکت خطی و تغییر طول المان -2- 1-8

عث تغییر طول و تغییر سرعت با .اگر سرعت تمام نقاط المان یکسان باشد فقط تغییر مکان داریم
 اگر تغییر سرعت فقط در امتداد جهت سرعت .می شود) چرخش( و دوران  زاویه ایتغییر شکل

باشد تغییر طول نیز در  x  جهت امتداد درu تغییرسرعتاگر  مثلاً ،تنها باعث تغییرطول می شود باشد
  .  خواهد بودxامتداد 

  : برابر است باδ∀ المان جم اولیهح) 6-1(مطابق شکل
 zyx δδδδ =∀  

  : برابر است با tδ در زمان xو تغییر حجم در جهت 
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  : به صورت زیر استx در جهت  واحد حجمدرنرخ تغییر حجم پس 
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  به ترتیبw و v تغییر سرعت در جهت سرعت ا واحد حجم بدر حجم نرخ تغییر،فدر جهات مختل
برابر
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∂
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∂
   .باشد می  ∂

  :برابر است با) 1دایلیشننرخ ( واحد حجم  درپس نرخ تغییر حجم کل المان
→
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δ
  

.0 داریم ،ر باشد صف آنبرای سیالی که تغییر حجم =∇
→
V که همان رابطه پیوستگی برای جریان سیال 

  .غیر قابل تراکم است

  
  تغییر طول یک المان سیال -)ب(تغییر مکان یک المان سیال  -)الف( :6- 1شکل 

  
 )دوران ( چرخش-3- 1-8

 نتیجه را به حالت کلی  را در نظر می گیریم ولی می توانx-y، صفحه 2مفهوم چرخشساده بیان برای 
در  تغییرات سرعت که باعث دوران و تغییر شکل زاویه ای می شود .در تمام صفحات تعمیم داد

 در جهت vمی توان دید که تغییرات سرعت ) 7-1(در شکل  .امتداد عمود بر جهت حرکت می باشد
 و دوران المان x-yزاویه المان در صفحه  باعث تغییر yدر جهت حرکت  u و تغییر سرعت xحرکت 

  . می شودzحول محور 

                                                
1 Dilatation (Dilation) 
2 Rotation 
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  تغییر شکل زاویه ای در المان سیال -)ب(تغییرات سرعت در یک المان سیال  -)الف( :7- 1شکل 

  
  و به وضع جدید  تغییر کردهδβ و δαبه اندازه زاویه  OB  وOA پاره خط های tδدر زمان کوتاه

   OA'و  OB' سرعت زاویه ای خط . در آمده استOA یعنی OAωبرابر است با :  
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 مقدار زاویه با تانژانت زاویه برابر )tδ→0(خیلی کوچک باشد tδوقتی  ،δαبرای زاویه کوچک 
  :داریم ، بنابرایناست
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  : برابر است باy در صفحه OAپس سرعت زاویه ای خط 
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باید توجه داشت که اگر 
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∂
مشابه فوق  .به های ساعت است در خلاف جهت عقرOAω مثبت باشد ∂

  : برابر خواهد بود باOBسرعت زاویه خط 

tt
oB δ

δβω
δ 0
lim
→

−=  

  : δβو برای زاویه کوچک 
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  :   که در جهت عقربه های ساعت است برابر است باOBپس سرعت زاویه ای خط 
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در این حالت اگر 
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∂
  . شود  منفی میOBω جهت عقربه های ساعت خواهد داشت وOBω مثبت باشد ∂
برابر  )zωیعنی (zحول محور  x-yدر صفحه  Oمثل نقطه  ،صفحه  از نقطه یکچرخش یک المان در

 مثل دو ، می گذردO که از نقطه x-yای دو پاره خط واقع در صفحه   متوسط سرعت زاویهاست با
برابر است با تعریف که طبق)OAω ، OBωمتوسط  (OBو OAپاره خط 

2
OBOA

z

ωωω +=.  
چرخش حول  نتیجه می شود که،ت انتخاب کنیمبنابراین اگر خلاف جهت عقربه های ساعت را مثب

  :به صورت زیر است zمحور
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 روش فوق به دست آورد  می توان مشابه بانیز چرخش یا دوران المان سیال حول دو محور دیگر را
  . می شودکه نتایج زیر حاصل
    :x چرخش حول محور
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  :yور و چرخش حول مح
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→ را می توان مولفه های بردار کل چرخش xω ، yω ، zωسه مولفه 
ωدر نظر گرفت :  

∧∧∧→
++= kji zyx ωωωω  

→نتیجه می توان دید که با مقایسه و مطالعه 
ωاست بنابراین برابر با نصف کرل بردار سرعت :  

 →→→
×∇== VVCurl
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1ω  
  : مختلف نوشت های به صورتکرل را می توان
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  :دو برابر بردار چرخش تعریف می شود)ζ زتا( 1بردار ورتیستی
→→→

=×∇== VCurlVωζ 2  
→(با کاربرد ورتیستی برای مشخص کردن چرخش 

ω ( ضریبمی توان روابط را ساده تر کرد و) 
2

1 (
  . را در چرخش حذف نمود

  :در هر سیستمی از جمله سیستم مختصات استوانه می توان کرل یا چرخش را مشخص کرد
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از رابطه 

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z 2

1ω مشاهده می شود که وقتی المان سیال حول محور بدون تغییر شکل و 

که به صورت یک بلوک ثابت می چرخد
x
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u

∂
∂=

∂
 در غیر این صورت چرخش با تغییر شکل ،  باشد∂

  .همزمان خواهد بود

OBOAه می کنیم که وقتیما همچنین از رابطه های فوق مشاهد ωω   یعنی=−
y

u

x

v

∂
∂−=

∂
 باشد ∂

0,0در حالتی که . اما تغییر شکل داریم ، صفر استzچرخش حول محور  =
∂
∂=

∂
∂

y

u

x

v باشد 

→ در حالت کلی وقتی . صفر می شودzحول محور تغییر شکل نداریم و چرخش 
=×∇ 0V باشد 

غیر  برقرار باشد آن جریان را VCurl=0رتیستی و چرخش صفر است و در جریانی که رابطه و
  .می گویند 2یچرخش

بعداً خواهیم دید که شرایط غیر چرخشی اغلب باعث ساده شدن تحلیل و بررسی یک میدان جریان 
س چرخش یک المان چرخش دور زدن نیست بلکه دور خود چرخیدن است پ .پیچیده خواهد شد

                                                
1  Vorticity  vector 
2 Irrotational 
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ا منحنی باشد چرخش یک المان می تواند صفر یبه مسیر حرکت آن ربطی ندارد چه مسیر مستقیم و 
اگر چرخ را یک المان و واگن را المان دیگر در نظر  ،ا مقدار داشته باشد مثلاً در حرکت قطاری

واگن صفر بگیریم، در هر مسیری که قطار حرکت کند، چرخ حرکت چرخشی دارد ولی چرخش 
  .مفهوم دور زدن بدون چرخش و دور زدن با چرخش نشان داده شده است) 8-1( در شکل .است

  
 دور زدن با چرخش - )ب(دور زدن بدون چرخش  -)الف (:8- 1شکل 

 
  

 )نرخ کرنش برشی ( زاویه ای و نرخ تغییر شکل)کرنش برشی( تغییر شکل زاویه ای-4- 1-8

 
  

تقات علاوه بر چرخش که بستگی به مش
y

u

x

v

∂
∂

∂
∂

تواند باعث  که این مشتقات می توان دیدمی دارد ,
را تغییر شکل زاویه ای OB و OAپاره خط تغییرات زاویه دو .  این المان سیال شود1تغییر زاویه

  :ند نشان می دهδγمی نامند و آن را با ) کرنش زاویه ای یا کرنش برشی(
δβδαγδ +=  

δγ تغییرات زاویه دو پاره خط OA وOB  و اگر  زاویه کاهش یابد ؛از حالت قائم اولیه است γδ 
 3 یا نرخ کرنش برشی2 را نرخ تغییر شکل زاویه ایγδنرخ تغییرات  .مثبت در نظر گرفته می شود

•و معمولاً با علامت . ندمی نام
γنشان می دهند  .  

                                                
1 Angular deformation 
2  Rate of angular deformation 
3  Rate of  shearing strain 
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  تغییر زاویه در المان سیال -)ب(تغییرات سرعت در یک المان سیال  -)الف( :9- 1شکل 

  
  : از رابطه زیر به دست می آیدنرخ تغییر شکل زاویه ای یا نرخ کرنش برشی

  
tt tt

z δ
δβδα

δ
δγγ

δδ

+==
→→

•

0
lim

0
lim  

   :از روابط قبل داریم
t

y

u
t

x

v δδβδβδδαδα
∂
∂=≈

∂
∂=≈ tan,tan  

  :پس می توان دید که
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 : در نتیجه
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 . استy- xروی صفحه z صفحه  شکل زاویه ای  تغییرکه نرخ

  :داریم y و  x و در صفحات 
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  تمرین های فصل اول
  

  تفاوت اصلی سیال و جامد چیست؟ -1-1

 جریان تراکم ناپذیر چه تعریفی دارد؟ -1-2

 سیال نیوتنی چه سیالی است؟ -1-3

 د؟نسرعت نزدیک جدار در جریان سیال ایده آل و سیال حقیقی چه تفاوت کلی دار -1-4

  جریان غیر چرخشی چیست؟ضیح دهید کهو تچرخش را تعریف کنید، -1-5

 .ی را تعریف کنیدنرخ کرنش زاویه ای یا تغییر شکل زاویه ا -1-6

فقط در جریان آرام یک سیال نیوتنی صادق است یا در هر جریانی ) 1-1(آیا رابطه  -1-7

 .صدق می کند؟ توضیح دهید

 سرعت صوت در آب باشد ولی کاویتاسیون رخ 3/0اگر سرعت جریان آب کمتر از  -1-8

 دهد، آیا می توان جریان را غیر قابل تراکم فرض کرد؟

 ز رابطه برنولی استفاده کرد؟چرا؟بابهای بخار آیا می توان ادر پرسش قبلی، با وجود ح -1-9

     توضیح دهید چرا در جریان غیر قابل تراکم در طول یک لوله با سطح مقطع متغیر، -1-10

2211می توان رابطه پیوستگی  VAVAQ  را در هر لحظه در مقاطع مختلف به کار ==

 برد؟

=0رابطه آیا   -1-11
∂
∂−

∂
∂

y

u

x

v  در هر جریانی صادق است؟ در غیر این صورت در چه نوع

  جریانی و چه صفحه ای صادق است؟

 رابطه برنولی حالت بقاء جرم را مشخص می کند یا حالت بقاء انرژی را؟ -1-12
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 در حالات زیر چقدر می تواند باشد تا شرایط hدر شکل زیر، حداکثر ارتفاع سیفون، -1-13

 از افت فشار ناشی از اصطکاک، ه دلیل تبخیرشدن آن نقض نشود؟پیوستگی مایع ب

  .صرفنظر کنید

 
 13-1مربوط به تمرین : 10- 1شکل 

سیال درون مخزن، آب با چگالی  -الف
3

1000
m

kg=ρباشد .  

 سیال درون مخزن، بنزین با چگالی -ب
3

760
m

kg=ρباشد . 

mHاگر ) 1-1(در مثال  -1-14  را که در آن شرایط استفاده از L باشد، حداکثر طول لوله،=1

 .معادله برنولی، نقض نمی شود به دست آورید

در ) 4-1( مطابق شکلδ∀با کاربرد قانون دوم نیوتن برای ذره ای از سیال به حجم -1-15

∫++=  ثابت: رابطه برنولی، خط جریانامتداد zgV
dP 2

2

1

ρ
 . را به دست آورید

         ثابت مانند حرکت یک جامد حول محور قائم ωدر چه حالتی، دوران سیال با  -1-16

  می باشد؟

zzrrبا توجه به اینکه در مختصات استوانه ای با میدان سرعت   -1-17 evevevV ˆˆˆ ++=
→

θθ 

zrرابطه  e
z

e
r

e
r

ˆˆ
1

ˆ
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ θθ

 برقرار است، رابطه شتاب را در مختصات    

 .استوانه ای به دست آورید و جملات شتاب محلی و شتاب جابجایی را مشخص نمایید



 

 

)١-٢( 

  

  

  

  ومدفصل 

  معادلات بقاء برای حجم کنترل
  
  
  

  حالت کلی -1- 2
دازه ان جرم، مانند(در یک سیستم  Bی دلخواه به طور کلی ارتباط بین نرخ تغییرات یک خاصیت کمّ

به تغییرات زمانی همین خاصیت در حجم کنترل در )  انرژی  زاویه ای واندازه حرکت، حرکت خطی
 بوسیله قانون ،و دارای مرزهای یکسانی باشندلحظه ای که سیستم و حجم کنترل بر همدیگر منطبق 

ی هر برا . که روش سیستم را به روش حجم کنترل تبدیل می کند، بیان می شود1انتقال رینولدز
  :زیر برقرار استبه صورت قانون این  B سیال مانند  کمیّخاصیت

نرخ زمانی تغییرات مجموع  با  است، برابر جرم ثابت سیستمیک Bنرخ تغییرات هر خاصیت کمیّ 
  .خاصیت که از حجم کنترل خارج می شودهرنرخ کلی و خاصیت در حجم کنترل 

∫∫∫∫∫∫ +∀
∂
∂=

∆
−+∀

∂
∂==





→∆

→

cscv
CV

inout

t
sys

ndAbVbd
tt

BB
bd

tt

B

Dt

DB

t

.limlim
0

0

ρρρ
δ

δ

δ

  

   . می باشددر واحد جرممورد نظر   دلخواهدار خاصیت مقb در این رابطه،

                                                
1  Reynolds transport equation 
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)٢-٢( 

)٣-٢( 

   بقاء جرم -2- 2
عبارت ثابت است و به مقدار آن کند می  در میدان جریان حرکت  جرم وقتی، جرم ثابتسیستمدر

=0:دیگر
Dt

DM sys،قانون بقاء جرم برای حجم  . همان قانون بقاء جرم برای سیستم است این که
  : زیر استکنترل به صورت

0. =+∀
∂
∂

∫∫
→→

CSCV

AdVd
t

ρρ  

 محدود SC(2..( که به وسیله سطح مشخصی 1)VC.. ( یا حجم کنترلکه برای یک حجم مشخص
 ، رابطه این رابطه، فقط شرط پیوستگی در سیال لازم استکه چون، قابل استفاده است ه باشدشد

 تغییرات جرم داخل حجم کنترل می  زمانی نرخ، اول سمت چپجمله .شود پیوستگی خوانده می
  . می باشد جرم منهای نرخ ورودی جرم خروجی کل نرخ، دیگر آنجملهباشد و 

  
  رابطه پیوستگی به صورت دیفرانسیل -1- 2-2

 انتخاب می کنیم که در )1-2( برای به دست آوردن این رابطه یک حجم کنترل کوچک مطابق شکل
توان  چون المان کوچک است می. می باشند w و u ، v و مولفه های سرعتρمخصوصآن جرم 
  :نوشت

∫ ∂
∂≈∀

∂
∂

CV

zyx
t

d
t

δδδρρ  

 محور  هرو نرخ جرمی که از هر سطح عبور می کند را می توان با مولفه های جرمی که در امتداد 
 بگیریم uρ در مرکز المان را xن در امتداد  مثلا اگر نرخ شارجرمی جریا.می گذرد در نظر گرفت

  :خواهیم داشت xبرای نرخ خروجی منهای نرخ ورودی جرم در جهت 
  

   zyx
x

u
zy

x

x

u
uzy

x

x

u
u δδδρδδδρρδδδρρ

∂
∂=





∂
∂++





∂
∂−− )(

2

)(

2

)(  
  y  دیگر می توان آن را به دست آورد، خالص نرخ جرم در جهتو به همین ترتیب در جهات

                                       zyx
y

v δδδ
∂
ρ∂ )(  

  zو خالص نرخ جرم در جهت 
                                     zyx

z

w δδδρ
∂

∂ )(  
                                                

1  Control volume 
2  Control surface 

)٢-۴( 

)٢-۶( 

)٢-۵( 
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   برای محاسبه رابطه پیوستگییک حجم کنترل کوچک :1- 2شکل 

  
  : نرخ کل جرم خروجی از المانپس

( ) ( ) ( )
zyx

z

w

y

v

x

u δδδρρρ








∂

∂+
∂

∂+
∂

∂   

 و پس از تقسیم )3-2(  جرم داخل المان حجم کنترلت و نرخ تغییرا)7-2(  بقاء جرمهرابط  از.است
zyxدو طرف روابط به  δδδ نتیجه می شود:  

0
)()()( =

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z

w

y

v

x

u

t

ρρρρ  
یکی از روابط اصولی مکانیک سیالات و که این فرمول به رابطه دیفرانسیلی پیوستگی معروف است 

 .صادق استباشد ا دائمی قابل تراکم چه سیال لزج و چه غیر لزج است و برای جریان غیر دائمی ی
  :رابطه پیوستگی به صورت برداری برابر است با

0. =





∇+

∂
∂ →

V
t

ρρ  
  : زیر استمطابق ، اندیسیو به صورت

0=







∂
∂+

∂
∂ →

i

i

V
xt

ρρ  
ه پیوستگی در آن  بنویسیم رابط مختصات اگر بردار سرعت را در هر سیستم،که معادله ای کلی است

  : استوانه ای داریم مختصات مثلا در سیستم. مشخص می شود مختصاتسیستم

)٧-٢( 

)٨-٢( 

)٩-٢( 

)١٠-٢( 
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( ) ( ) ( )
0

11 =
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂+

∂
∂

z

vv

r
rv

rrt
z

r

ρ
θ
ρρρ θ  

  :زیر در می آید برای سیال غیر قابل تراکم به صورت رابطه فوقو 

0
1)(1 =

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂
z

vv

rr

rv

r
zr

θ
θ  

  
  تابع جریان  -2- 2-2

باشد که  کی از ساده ترین حالت های جریان میجریان دائمی غیر قابل تراکم دو بعدی روی صفحه ی
می دائ داریم مثلاً در جریان  سرعتدر جریان دو بعدی فقط دو مولفه. در عمل کاربرد فراوان دارد

 داریم که رابطه پیوستگی برای این جریان v و u دو مولفه سرعت ،y وxروی صفحه غیر قابل تراکم 
0=

∂
∂+

∂
∂

y

v

x

uمی باشد .  
از این .  سر و کار داریم که به صورت رابطه فوق به هم مربوط می شوندv و uاینجا با دو متغیر در 

),(به صورت در جریان دو بعدی روی صفحه رابطه می توان تابعی  yxψ به طوری که تعریف نمود 
  :ا مولفه های سرعت به صورت زیر رابطه داشته باشدب

x
v

y
u

∂
∂−=

∂
∂= ψψ

,  
),(-به این تابع yxψ-تابع  این ،با توجه به تعریف تابع جریان .می گوییمروی صفحه  1 تابع جریان

  :در معادله پیوستگی صدق می کند که می توان به سادگی به صورت زیر نشان داد

0)()(
22

=
∂∂

∂−
∂∂

∂=
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

xyyxxyyxy

v

x

u ψψψψ  
ن تعریف شوند می دانیم که شرایط بقاء بنابراین هر وقت که مولفه های سرعت بر حسب تابع جریا

  .غیرقابل تراکم باشد ومیئ دا،جرم حاصل است که می تواند معرف جریان دو بعدی
).(- البته ما هنوز برای جریان خاصی نمی دانیم که تابع جریان yxψ- آن به چه صورتی است، اما 

 چون به جای دو ،کرده ایمه و تحلیل را ساده تر  تجزی کهحداقل کاری که انجام داده ایم این است
),(مجهولتابع  yxu و),( yxv فقط یک تابع ),( yxψیم و مجهول ما از دو به  را به دست می آور

 دربارهی  از خواص تابع جریان اطلاعات زیادتعیین گرددتابع جریان چنانچه  .می یابدیک کاهش 
  .شودمی جریان مشخص 

تعریف کردیم که خطوط جریان  . ثابت است یک خط جریان می باشدψخطی که در امتداد آن 
خطوطی در میدان جریان هستند که در هر جای آن بردار سرعت بر آن مماس می باشد و از این 

                                                
1 Stream Function 

)١١-٢( 

)١٢-٢( 

)١٣-٢( 

)١-٢۴( 
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هر نقطه روی خط ) ضریب زاویه(که شیب  می توان نتیجه گرفت )2-2 (تعریف با توجه به شکل
   :از رابطه زیر به دست می آید x-y  در صفحه جریان

u

v

dx

dy =
  

  

  
  شماتیک یک خط جریان :2- 2شکل 

  
),( از نقطه ψتغییرات  yxبه نقطه مجاور نزدیک ),( dyydxx   :می شود  زیر مشخص از رابطه،++

udyvdxdy
y

dx
x

d +−=
∂
∂+

∂
∂= ψψψ

  
   : ثابتψ پس در امتداد خط ψd=0 ثابت داریم ψو چون در امتداد خط 

0=− vdxudy  
 ثابت ψ خط رویو در نتیجه 

u

v

dx

dy  را ψبنابراین اگر .  خط جریان استعادله است که همان م=
 برابر ثابت های مختلف دسته خطوط جریان را رسم کنیم که به ψبدانیم می توانیم با قرار دادن 
 ندارد اما خاصی معنی ، عدد ثابت هر خط جریان. کمک می کندتجسم شکل و الگوی جریان

  . رابطه ای با مقدار دبی جریان داردψتغییرات 
 و خط ψی پایینخط جریان ) 3-2(دو خط جریان با فاصله کمی از هم را در نظر بگیرید طبق شکل 

δψψی جریان بالای برای واحد عمق در جهت عمود ) دبی(معرف نرخ جریان را qδ.  می باشد+
چون می دانیم (گیریم که از بین دو خط جریان می گذرد می در نظر  zیعنی جهت  x-yبر صفحه 

 عبور  AC سطح  ازکه qδ بقای جرم طبق قانون .) خط جریان را قطع نمی کند،دبی طبق تعریف

  :می گذرد  BCو AB حودار کل جریانی که از سط برابر است با مقمی کند،
)()( xvyuq δδδ −=  

)١-٢۶( 

)١-٢۵( 

)١٧-٢( 
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  جریان عبوری از بین دو خط جریان :3- 2شکل 

  
  :به صورت دیفرانسیلی می توان نوشت

vdxudyq −=δ  
  :و یا بر حسب تابع جریان

 δψδψδψδ =
∂
∂+

∂
∂= x

x
y

y
q  

   :پس
δψδ =q  

را با انتگرال گیری می توان 2ψو1ψ بین دو خط جریان در واحد عمق qخ جریان حجمیاین نرربناب
  :به دست آورد

12

2

1

ψψδψδ
ψ

ψ

−=== ∫∫ qq  

مثبت است که مشخصه جریان از چپ به  q باشد 1ψبیشتر از  2ψاگر خط جریان بالایی مقدار
12 در غیر این صورت اگر.راست است ψψ   .می باشدباشد جریان از راست به چپ >

 رابطه r,θغیر قابل تراکم دو بعدی در صفحه دایمی  برای جریان استوانه ایدر سیستم مختصات 
  :پیوستگی به صورت زیر است

0
1)(1 =
∂
∂

+
∂

∂
θ
θv

rr

rv

r
r  

),(و مولفه های سرعت را می توان به صورت زیر به تابع جریان  θψ r مربوط کرد:  

r
v

r
vr ∂

∂−=
∂
∂= ψ
θ
ψ

θ,
1  

  . مثل قبل می توان دید در رابطه پیوستگی صدق می کندو

)١٨-٢( 

)١٩-٢( 

)٢٠-٢( 

)٢١-٢( 
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 لوله و یا اطراف درمثل جریان  ،ن محوری نیز تعمیم دادمفهوم تابع جریان را می توان به جریان متقار
این .  ولی روابط به صورت بالا نمی باشد؛و جریان های دو بعدی قابل تراکم 1اجسام متقارن محوری

ها  در آن جریان راجریانتابع مفهوم تابع جریان برای جریان های سه بعدی کاربرد ندارد و نمی توان 
  ). فقط برای جریانهای دو بعدی موجود استتابع جریان(به دست آورد 

  
 ، مولفه های سرعت در یک جریان دو بعدی غیر قابل تراکم دائمی در میدان جریان)1- 2مثال

yu xv  و=2 . کنید را رسم ψ تابع جریان این جریان را پیدا کنید و چند خط جریان .است =4
  .جهت جریان را نیز مشخص کنید

  
  :ز تعریف تابع جریانا - حل

y
y

u 2=
∂
∂= ψ  

x
x

v 4=
∂
∂−= ψ  

  :با انتگرال گیری از روابط بالا داریم
)(1

2 xfy +=ψ  
)(2 2

2 yfx +−=ψ  
باید  ق باشد دو رابطه همزمان صادهرکه  رابطه فوق می توان دید برای ایناز دو و
cyx ++−= 222ψ باشد که cثابت چون مقدار . یک ثابت است ψ اهمیت ندارد و تغییرات ψ با 

 گرفته می شود و در این c=0یان بستگی دارد برای سادگی معمولاًًمقدار دبی جریان بین خطوط جر
222پس  تصات بگذرد، از مبدا مخψ=0ال اگر فرض کنیم که مث yx +−=ψ  و خط جریان
0=ψبه صورت زیر می باشد :  

 02 22 =+− yx یا  xxy 22 2 ±=±=   
از رابطه تابع جریان . لف به دست آوردو خطوط جریان دیگر را می توان با قرار دادن ثابت های مخت

1به جز وقتی که برابر صفر باشد می توان دید 
2

22

=−
ψψ

xyپس خطوط .  که معادله هذلولی است
تعدادی از خطوط جریان در .  مجانب آنها می باشدψ=0جریان دسته هذلولی هایی هستند که 

  .ندنشان داده شده ا) 4-2(شکل 
xv:  هر نقطه ای قابل محاسبه می باشند و می دانیمy  و xچون    :؛ پس=4

                                                
1 Bodies of revotlution 
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00 >→> vx  
00 <→< vx  

  
  1- 3مثال مربوط به خطوط جریان  :4- 2شکل 

yuو همین طور چون     :پس ؛=2
 00 >→> uy  

00 <→< uy  
مشخص ) 4-2( هر منطقه جهت جریان را مشخص کرد، جهت جریان در شکل می توان دربنابراین 

  .شده است
    

  )معادله کوشی ( قانون بقای اندازه حرکت خطی-3- 2
 می توان قانون دوم نیوتن را برای یک  خطی حرکتاندازه یبرای به دست آوردن رابطه دیفرانسیل

 ابعاد کوچک به کار برد و یا رابطه را که به صورت انتگرالی است برای المان ا بmδالمان جرم 
  :حجم کنترل نوشت که نتیجه در هر دو حالت یکی است

ijDt

VD τρρ ∇+= g
r

r

 
gh−∇=g)(در این رابطه 

r که  hجهت قائم است :  

j

ij

iij

i
j

i

xx

h
g

x

p

x

u
u

t

u

∂
∂

+
∂
∂−

∂
∂−=











∂
∂+

∂
∂ τ

ρρ  

ijτ در روابط فوق، در حالت ji ji تنش برشی و در حالت ≠   .  تنش عمودی است=
  

)٢٣-٢( 

)٢٢-٢( 
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  جریان غیر چرخشی ، جریان غیر لزج -1- 2-3
ولی مثل تنش برشی در جریان سیال به علت لزجت است و ما می دانیم که در بعضی از سیالات معم

 لزجت کم است و تحت شرایطی با دلایل خوب می توان از اثرات لزجت در جریان این ،آب و هوا
  .سیالات صرفنظر کرد و در نتیجه تنش های برشی را نادیده گرفت

 گویند، 2 و یا بدون اصطکاک1نظر کرد، را غیر لزجصرفتوان میدان جریانی که در آن از تنش برشی ب
 در صفر بوده و فقط مولفه های عمودی تنش عمل کرده و این تنش ها نیز یبرش تنش ،در این میدان

  انتخاب )5-2( شکل مطابقات این مطلب، در جریان غیر لزج، المانی ببرای اث. ت برابرنداهمه جه
 ،dx ء  شکل به ابعاد جزیالمان منشور. می کنیم و رابطه قانون دوم نیوتن را برای آن به کار می بریم

dy و dz  می باشد که جهتyرابطه قانون نیوتن  ،برای المان . را قائم به طرف بالا انتخاب کرده ایم
  : می نویسیمy  و  xرا در جهت 

xx amF δ=∑  
yy  : داریمyمثلا در جهت  amF δ=∑  

ynnyy adzdydxdzdsdzdxdzdydxg
→

=+−− ραττρ 2/1sin)2/1(  

  
  یک المان در جریان غیر لزج :5- 2شکل 

 dzو  dx ، dy د المان به صفر میل می کند ترم های حاصلضرب شامل اجزاء بسیار کوچکوقتی ابعا

نسبت به ترم های حاصلضرب دو جزء بسیار کوچک اند و از آنها می توان نسبت به ترم های دیگر  
  :صرف نظر کرد

dxdzdxdzdzdsdzdx nnyynnyy τταττ =⇒=+− 0sin  

                                                
1 Non viscous 
2 Frictionless 

)٢-٢۴( 

)٢-٢۵( 
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   :و در نتیجه

yynn ττ =  
  : اختیاری است و به طور کلی با انتخاب منشور مناسب در همه جهات می توان نشان داد کهnجهت

zzxxyynn ττττ === 

 مثل ،پس در جریان سیالی که از اثرات لزجت بتوان صرفنظر کرد و تنش های برشی را صفر گرفت
رت یک جسم  صلب که لایه هیدرواستاتیک و یا حرکت سیال به صوشرایط  غیر لزج و یا جریان

چون تنش نرمال .  تنش عمودی در همه جهات یکسان است،های سیال نسبت به هم حرکتی ندارند
 است می توان گفت تنش عمودی در جریان غیر لزج از یکششعمود بر صفحه به صورت در جهت 

pzzyyxx. هر جهت یکسان بوده و برابر منفی فشار می باشد −=== σσσ که p همان فشار 
  .هیدرواستاتیک بوده و معادل فشار ترمودینامیکی می باشد

  
  معادلات اویلر -2- 2-3

 تنش های عمودی را می توان با منفی ،برای جریان غیر لزج که تمام تنش های برشی صفر می باشد
  :فشار جایگزین کرد، رابطه کلی حرکت به شکل زیر در می آید

   : x در جهت
dtduxPgx // ρρ =∂∂−  

   : yدر جهت 
dtdvyPg y // ρρ =∂∂−  

  : zدر جهت 
dtdwzPg z // ρρ =∂∂− 

نیز نشان به صورت برداری را می توان ابط فوق ور. این معادلات به معادلات حرکت اویلر معروفند
  :داد





 ∇+∂∂=∇−

→→→
VVtVPg ).(/ρρ  

کت می باشند و با رابطه پیوستگی چهار حرکلی که روابط اویلر بسیار ساده تر از معادلات با وجود این
معادله تشکیل می دهند، هنوز به طور کلی نمی توان حل دقیقی برای آنها پیدا کرد و فشار و سرعت 

تاب  از غیر خطی بودن ترم های ش ناشی اصلیمشکل.  سیال غیر لزج به دست آوردرا در جریان
  .ای از این روابط گرفت ت قابل استفادهاگر چه تحت شرایط خاصی می توان اطلاعا. جایی استجاب
  

)٢-٢۶( 

)٢٧-٢( 

)٢٩-٢( 

)٢٨-٢( 

)٣٠-٢( 
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   رابطه برنولی در میدان جریان غیر چرخشی-3- 2-3
  

→→→→به صورت  1رابطه اویلر برای جریان دائمی
∇=∇− VVPg ).(ρρرامحور قائم.  است  h انتخاب 

hgg پس  ؛می کنیم ∇−=
و ضمناً با استفاده از روابط . ل می باشدمقدار بردار شتاب ثق g که→

  :برداری داریم
)().(2/1).(

→→→→→→→→→
×∇×−∇=∇ VVVVVV  

  :را به صورت زیر نوشتبرای جریان دائمی  رابطه اویلر  می توانبنابراین
)().(

2
)( VVVVPhg ×∇×−∇=∇−∇− ρρρ  

در میدان . باشد ورتیسیتی می باشد و دو برابر چرخش المان سیال می V×∇=ςاز قبل دیدیم که 
∇×=0جریان غیر چرخشی ورتیسیتی صفر است،  V . پس در جریان غیر چرخشی رابطه قبل به

  :صورت زیر خواهد شد
0)(

2

11 2 =∇+∇+∇ hgVP
ρ

  
  :     و در امتداد هر جهت داریم

                                             0
2

1 2 =++ dhgdV
dP

ρ
  

                                                        : می توان از رابطه فوق انتگرال گرفت.نی مشتق تابعی از مکان نیستیع

                   )(
2

2

tfgh
VP =++

ρ
  

 مقدار  است،ثابت ,VPدائمی کهتابعی از زمان است و در حالت  ,VPدر حالت کلی

gh
Vp ++
2

2

ρ
 مقدار ثابت در تمام میدان جریان غیر چرخشی یکی است و این . نیز ثابت خواهد بود

  :برای جریان سیال غیر قابل تراکم داریم
cteghVP =++ ρρ 2

2

1  
ط غیر ایدر رابطه قبل شر. رابطه برنولی بین هر دو نقطه در میدان جریان غیر چرخشی صادق است

 البته در جریان غیر .سیال وجود دارددر جریان ودن بلزج، دائمی و غیر قابل تراکم و غیر چرخشی 
می توان از اثرات لزجت صرفنظر کرد و تمام میدان جریان را غیر ) خارج از لایه مرزی(چرخشی 

                                                
1    Steady  

)٣١-٢( 

)٣٢-٢( 

)٣٣-٢( 

)٣-٢۴( 

)٣-٢۵( 

)٣-٢۶( 
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برنولی در روی خط جریان فقط در جریان غیر لزج، می توان از رابطه . چرخشی در نظر گرفت
  .استفاده کرد

  

   مفهوم فیزیکی جریان غیر چرخشی -4- 2
 مولفه های چرخشی حول .مفهوم غیر چرخشی بودن میدان جریان ممکن است به نظر عجیب بیاید

xyzمحورهای    z مثلاً حول محور ،برای جریان غیر چرخشی باید صفر باشد ,,
  0)//(2/1 =∂∂−∂∂= yuxvzω  

های سرعت در جهات   کلی این بدین معنی است که روابط خاصی بین گرادیان مولفهدر حالت
  :.مختلف برقرار است

  zuxw ∂∂=∂∂ //   ،     zvyw ∂∂=∂∂ //   ،     xvyu ∂∂=∂∂ //  
 جریان در یک حالت کلی جریان شرایط فوق برقرار نخواهد بود ولی در جریان های خاصی مثلاً

Uuچون .  این شرایط برقرار است)6-2(یکنواخت شکل  0,0  پسثابت است = == vω؛است 
  . شرایط غیر چرخشی در این جریان صادق استو

  
   x-yدر صفحهجریان یکنواخت  :6- 2شکل 

  
 موارد جریان در ابتدا  ولی در اکثر،جریان یکنواخت به خودی خود جریان مهم و جالبی نیست

 اجسام و یا جریان ورودی به داخل یک کانال یا لوله یا اطرافمثل جریان  ؛یکنواخت می باشد
 نیروی ثقل و فشار ، تنش برشی وجود ندارد و تنها نیروی موثر، برای جریان غیر لزج.ورودی مجرا

هیچ  ر سطح المان عمود استچون وزن بر مرکز ثقل المان نیرو وارد می کند و نیروی فشار ب. است
  . باعث چرخش المان شوندکدام نمی توانند

که به علت  -  منطقه برخاستگی خارج از مرزی ولایهخارج از  ، سیال غیر لزج، دور از جداردر
اگر جریان در ابتدا غیر چرخشی . اثرات لزجت ناچیز و قابل اغماض است -جدایی ایجاد می شود

مطابق مثلاً . ش شود وجود ندارد و جریان غیر چرخشی باقی می ماندباشد، نیرویی که باعث چرخ

)٣٧-٢( 
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 غیر ، جریان به جز در قسمت لایه مرزی و برخاستگی،در جریان اطراف اجسام) 7-2(شکل 
البته در طول لوله قشر مرزی . چرخشی است و در میانه ابتدای مجرا هم جریان غیر چرخشی است

و در این قسمت دیگر در تمامی مجرا ) جریان توسعه یافته(رد ضخیم شده و تمام لوله را فرا می گی
 را سیالپس در جریان حقیقی محدوده هایی هستند که می توان . جریان کم و بیش چرخشی است

و  غیر چرخشی فرض کرد و با بسط و بررسی روابط در ناحیه جریان غیر لزج  جریان راغیر لزج و
 ، محدودیت اینالبته با در نظر گرفتن. لی را حل کردغیر چرخشی می توان بعضی از مسائل عم

  .می باشدامکان پذیر نکاربرد این روابط در جاهایی که فرض فوق دیگر صادق نیست 

  
  نمونه هایی از شکل نواحی جریان :7- 2شکل 

  
که بررسی کردیم ضمناً . دیدیم که در جریان غیر چرخشی روابط برنولی در تمام میدان صادق است

یان دو بعدی روی صفحه می توان تابع جریان داشت و با استفاده از خواص تابع جریان می در جر
 سرعت را در هر نقطه به دست آورد و اگر جریان غیر چرخشی ،توان شکل جریان را مجسم کرد

در جریان غیر  .باشد با استفاده از رابطه برنولی می توان فشار را هم در تمام نقاط به دست آورد
  .صفر است zحول محور و ورتیسیتی چرخش   x-y دو بعدی روی صفحه چرخشی

02 =
∂
∂−

∂
∂==

y

u

x

v
zz ξω  

  :براساس تعریف تابع جریانو

x
v

y
u

∂
∂−=

∂
∂=

ψ

ψ

  

  :در نتیجه با جایگذاری داریم

)٣٨-٢( 
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0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

yx

ψψ  
  :یا

02 =∇ ψ  
 جریان حل معادله لاپلاس است و این اساس که نشان می دهد در جریان غیر چرخشی تابع

  .باشد های تحلیلی برای به دست آوردن تابع جریان های مختلف برای شرایط مرزی مختلف می روش
  

   تابع پتانسیل سرعت-5- 2
همان طور که رابطه پیوستگی منجر به تعریف تابع جریان شد که در شرط پیوستگی صدق می کند، 

ط غیر چرخشی نیز منجر به بیان تابع دیگری به نام تابع پتانسیل سرعت  شرای،در جریان غیر چرخشی
  :داریم  می باشدξ=0   کهبرای جریان غیر چرخشی. می شود

    0=×∇
→→
V      

  :بنابراین
     

y

u

x

v

∂
∂=

∂
      و     ∂

x

w

z

u

∂
∂=

∂
     و    ∂

z

v

y

w

∂
∂=

∂
∂  

 بردار سرعت دیفرانسیل کلی تابع ϕ∇=Vاین روابط شرط لازم و کافی است برای این که مقدار 
),,(که  ، باشدϕاسکالری مانند  zyxf=ϕ تابعی از z, y, x  از تعریف تابع  .استϕ داریم :  

        

z
w

∂
∂= ϕ     و   

y
v

∂
∂= ϕ   و    

x
u

∂
∂= ϕ  

  
 بررسی این تابع داشتن  را تابع پتانسیل سرعت می نامند و جریان غیر چرخشی را می توان باϕتابع 
به صورت برداری می توان دید . ان پتانسیل می گویند در نتیجه این جریان غیر چرخشی را جری،کرد

برای جریان غیر قابل تراکم از رابطه پیوستگی داریم  .که بردار سرعت گرادیان تابع پتانسیل است
0. =∇ V 0 و یا در سیستم مختصات کارترین=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z

w

y

v

x

u که از آن نتیجه می شود که ،

0
222

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

zzz zyx

ϕϕϕ.معادله لاپلاس است و برای جریان غیر چرخشی ، این معادله دیفرانسیل 

برای هر مسئله باید معادلات لاپلاس برای شرایط مرزی خاص آن مسئله . غیر قابل تراکم صادق است
یان را می توان و به کمک آن فشار در تمام نقاط الگوی جر به دست آید ϕحل شود تا تابع پتانسیل 

)٢-۴٣( 

)٢-۴۴( 

)٢-۴۵( 
 

)٢-۴١( 
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 تابع پتانسیل می شوددر بعضی مسائل لازم . تشریح کردw و u ، v سه تابع داشتنبا یک تابع به جای
  : در سیستم مختصات استوانه ای بیان شود

     
zz ∂

∂= ϕν       
θ
ϕνθ ∂
∂=

r

1      
rr ∂

∂= ϕν   
 تابعی است که گرادیان آن در ، صورت تعریف کرد کهدینابع پتانسیل را ببه طور خلاصه می توان ت

  .هر جهت مولفه سرعت در آن جهت را مشخص می کند

ss ∂
∂= ϕν  

یر صورت های زبه   ترتیب، لاپلاس در سیستم مختصات استوانه ای دو بعدی و سه بعدی بههمعادل
  :دباش می
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02 از شرایط غیر چرخشی نتیجه می شود دیدیم که =∇ ϕ،  کهϕ و  تابع اسکالر پتانسیل سرعت

 دیفرانسیل، خطی ه لاپلاس این است که این معادلهویژگی معادل. رابطه فوق معادله لاپلاس می باشد
حل دیگری را به دست  و) روش بر هم نهش(می باشد و حل های مختلف را می توان جمع کرد 

  . جدید به دست آوردψ  می توانψ و برای جریان غیر چرخشی با داشتن چند آورد
0)(0,0 21

2
1

2
2

2 =+∇⇒=∇=∇ ϕϕϕϕ  
213با تعریف که  ϕϕϕ 03 :نتیجه می شود ،=+

2 =∇ ϕ  
 پیچیده تر را به دست حالتهای پتانسیل ابعبا این روش با داشتن جواب چند حالت ساده می توان ت

برای جریان دو بعدی است ولی تابع پتانسیل برای جریان ضمناً یادآور می شویم که تابع جریان . آورد
در ادامه بحث بیشتر جریان دو بعدی روی صفحه را در نظر . سه بعدی غیر چرخشی هم وجود دارد

  .می گیریم
),({،  y-xبرای جریان دو بعدی غیر چرخشی روی صفحه yxϕϕ ={:  

dy
y

dx
x

d
∂
∂+

∂
∂= ϕϕϕ  

  :پس
                                                                                        vdyudxd +=ϕ  

)٢-۴۶( 

)٢-۴٧( 

)٢-۴٨( 

)٢-۴٩( 

)٢-۵١( 

)٢-۵٠( 
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+=0 یعنی ، می باشدϕd=0 ثابت ϕو در امتداد خط  vdydxuپس  ؛
v

u

dx

dy  بنابراین.  است=−
اگر .  ثابت استψ ثابت منفی معکوس ضریب زاویه خط جریان ϕقطه ضریب زاویه خط در هر ن

 1)متعامد(های عمود بر هم   شبکه منحنی،یک سری خطوط جریان و خطوط پتانسیل را رسم کنیم
یم کرد که در تجسم ستوان ترتشکیل می شود و برای هر جریان پتانسیل این شبکه جریان را می 

  .نمایش داده شده است) 8-2(نمونه ای از شبکه مذکور در شکل . شکل جریان بسیار مفید است
  

  
   و خطوط هم پتانسیل ترسیم خطوط جریانزنمونه ای ا :8- 2شکل 

  
را ) شبکه جریان(ضمناً با این خاصیت می توان از روش ترسیمی، خطوط جریان و خطوط پتانسیل 

δψδϕبا برابر گرفتن . کردرسم  به صورت یک سری تقریباً  ، مطابق شکل شبکه جریان پتانسیل,
  .آیند چهارگوشهای مربعی شکل در می

  
  
  
  
  
  
  
  

                                                
1 Orthogonal 



 ٤٧  /معادلات بقاء برای حجم کنترل  - فصل دوم 

  تمرین های فصل دوم

=0رابطه پیوستگی  -2-1
∂
∂+

∂
∂

y

v

x

uدر چه جریان و با چه مشخصاتی صادق است؟  

∇×=0چرا رابطه  -2-2 V در جریان حقیقی داخل لایه مرزی اطراف یک جسم و داخل 

 منطقه برخاستگی صادق نیست؟

 . توضیح دهید چیست؟ در جریان سیالشرایط کاربرد معادله اویلر -2-3

  رسید؟ اویلر و برنولی توضیح دهید چگونه می توان به معادلات -2-4

نولی در میدان جریان را شرط نوع جریان و شرایط فیزیکی برای استفاده از معادله بر -2-5

 .بنویسید

 چرا رابطه برنولی فقط در کل میدان جریان غیر چرخشی صادق است و داخل لایه  -2-6

 مرزی صادق نیست؟

 در کدام حالت زیر می توان از اثرات لزجت صرفنظر کرد و جریان را غیر چرخشی  -2-7

 مغشوش؟ چرا؟ یا در جریان لایه مرزی )لایه ای (فرض کرد؟ در جریان لایه مرزی آرام

 یا مغشوش می توان )لایه ای ( آیا از رابطه برنولی روی خط جریان در لایه مرزی آرام -2-8

 استفاده کرد؟ چرا؟

در عمل در چه جریانهایی و در چه قسمت از جریان، می توان آنرا غیر چرخشی فرض  -2-9

 کرد؟

 د؟ چرا؟می توان از اثرات لزجت صرفنظر کر) لایه ای(آیا در جریان لایه مرزی آرام  -2-10

 توضیح دهید که فرق اصلی تابع جریان و تابع پتانسیل چیست؟ -2-11



 ٤٨                                                                                       )  هیدروآئرودینامیک کاربردی(جریان سیال تراکم ناپذیر   

 

 می تواند مشخصه جریان غیر چرخشی در زاویه قائمه xy2=ψنشان دهید تابع جریان  -2-12

 .باشد

θψنشان دهید تابع جریان  -2-13 sin1
2

2









−=

r

a
Ur می تواند مشخصه جریان غیر چرخشی 

 .تابع پتانسیل و نقاط سکون را بدست آورید.  باشدaشعاع اطراف یک استوانه به 

 اطراف استوانه، اگر سرعت و فشار در C°15در جریان غیر چرخشی آب با دمای  -2-14

فاصله بینهایت دور از جسم به ترتیب 
s

m
 که  و فشار اتمسفر باشند، آیا در نقطه ای20

  وجود دارد؟) کاویتاسیون(سرعت به بیشترین مقدار خود می رسد، امکان تبخیر 

02اگر در جریانی  -2-15 =∇ ψ 02و =∇ ϕلزوماً جریان دو بعدی و غیر چرخشی ، آیا  باشد 

 .است یا تابع جریان و تابع پتانسیل متعامدند؟ پاسخ خود را توضیح دهید

22 با تابع جریان یدر جریانرا رد و سکون نقاط منف -2-16 ayax −=ψبیابید . 

 :یک رابطه ریاضی که در مکانیک سیالات استفاده می شود، قضیه استوکس است -2-17

∫∫∫ ×∇=
Ac

dAnVVds ).(  

  
  17- 2 تمرینمربوط به : 9- 2شکل 

 بردار . مرز یا منحنی است که این سطح را در بر می گیردc یک سطح دلخواه و Aکه د ر آن 

ds دیفرانسیل طول منحنی در طول c و nاین .  رو به خارج است)نرمال(  عمود بردار یکه

د که انتگرال خطی حاصل چگونه به رابطه را برای جریان غیر چرخشی ساده کنید و بیان کنی

 پتانسیل سرعت مربوط می شود؟



 ٤٩  /معادلات بقاء برای حجم کنترل  - فصل دوم 

محدوده ای از جریان اطراف اجسام که اثرات لزجت در آن محدوده قابل ملاحظه است  -2-18

چه نام دارد؟ سرعت جریان در این محدوده، در مقایسه با سرعت اصلی جریان چگونه 

 است؟

سیال ایده آل و حقیقی مغشوش در شکل زیر توزیع سرعت را برای دو حالت جریان   -2-19

)1()1(در مقطع   . رسم کنید−

  
 19-2مربوط به تمرین : 10- 2شکل 

در مجرای زیر با فرض عبور جریان هوا از چپ به راست، در کدام قسمت جریان می  -2-20

توان جریان سیال را ایده آل و غیر چرخشی فرض کرد ودر کدام قسمت نمی توان؟ 

 چرا؟

  
 20- 2مجرای مربوط به تمرین : 11- 2شکل 

 همچنین با استدلال بیان کنید فشار در چه نقطه ای مینیمم است؟ 

  



 

 

  
  
  
 
 
 
 

  
  

  مسوفصل 

   جریان سیال ایده آل
  

  مقدمه -1- 3
 برای یک سـیال حقیقـی       )معادلات مقدار حرکت  (مروری بر معادله حرکت ذرات سیال       در فصل قبل    
 و تعداد معادلات، کمتر از تعداد مجهولهـا     غیر خطی است   ،تادلامشاهده شد که این مع    . انجام گردید 

  .می باشد
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 معادلـه    ایـن  با فرض این که سیال نیوتنی باشد، یعنی تنش ها رابطه خطی با نرخ کرنش داشته باشند،                
بـا ایـن    .  استوکس به دست می آید     –معادله ناویر  ،ρ و دانسیته    µ شده و برای سیالی با لزجت        ساده

های غیر خطی  ساده تر است، اما همچنان در آن ترم) 1-3( استوکس نسبت به معادله -که معادله ناویر
مشاهده شد که فرم ساده تر معادله حرکـت،         .  امکان پذیر نیست   در حالت کلی  وجود داشته و حل آن      

اکنون ایـن  . آید به دست می ) سیال ایده آل  (دله اولر با فرض غیر لزج بودن سیال         معا. معادله اولر است  
پرسش مطرح می شود که گرچه رفتار سیالات حقیقی همراه با لزجت است، تجزیـه و تحلیـل سـیال           

   .ایده آل به چه دلیل صورت می گیرد؟ از دو جنبه می توان به این سوال پاسخ داد

)١-٣( 



 ٥١  / جریان سیال ایده آل -فصل سوم

 وجود دارد که سیال رفتار غیر لزج داشته و لزجـت اثـر   ، نواحی بسیاریاز نظر فیزیک مسائل سیالات 
از جنبه حل ریاضـی مـسائل   .  در جریان اطراف اجسام، کاملاً مشهود استوضوعاین م . چندانی ندارد 

حتی در پـاره ای مـوارد بعـضی         . نیز، فرض ایده آل بودن سیال کمک می کند معادلات ساده تر شوند            
 سیال حقیقـی    مباحثآل را می توان به سیال حقیقی تعمیم داد که در آینده و در               نتایج حل سیال ایده     
  .نشان داده خواهد شد

  

   معادله اولر در سیستم مختصات خط جریانی -2- 3
 سـیال    -)1-3(معادلـه    -دیده شد اگر در معادله انتقال مومنتـوم         . ه است معرفی شد  قبلاًمعادله اولر     

  :، حذف شده و معادله به صورت زیر در می آید برشی تنش ولزجتایده آل فرض شود، ترم 

  pg
Dt

VD →→
→

∇−= ρρ  
در فصل دوم مفهوم   . شبیه همین معادله را می توان با انتخاب دستگاه مختصات خط جریانی نشان داد             

خط جریان خطی است که بردار سـرعت در هـر نقطـه بـر آن                . خط جریان و روابط آن مشخص شد      
 اگر جریان دائم باشد، ذرات سیال در امتداد خط جریان حرکت کرده و در ایـن جریـان،               .مماس باشد 

     مـسیر منطقـی اسـت کـه    ، یـک بنابراین خط جریان. خطوط رگه، مسیر و جریان بر هم منطبق هستند   
جا خط جریـان بـه عنـوان محـور مختـصات            در این . کت را در امتداد آن نوشت     می توان معادلات حر   

  .شود  فرض می ds لوله جریان به عنوان شکل المان سیال به طول  المان یکانتخاب شده و

  
  یک المان سیال در مسیر خط جریان: 1- 3شکل 

  

)٢-٣( 
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با نوشتن تغییرات مومنتوم روی خط      . المان سیال را در مسیر خط جریان نشان می دهد         ) 1-3( شکل  
بین سرعت، فـشار و ارتفـاع در طـول          ا شرایط جریان دائم و سیال غیر قابل تراکم، رابطه ای            بجریان  

، به قدر کافی کوچک است که مـی   شده سطح مقطع المان در نظر گرفته  .خط جریان به دست می آید     
یکـسان فـرض کـرد    ) در تمام سطح  (توان سرعت را در هر سطح مقطع        

Α
=
δ
δ q

V   و جریـان را یـک 
که در جریان سیال غیر لزج روی خط جریان،    دیدیم   7-1 از قانون دوم نیوتن در بخش        .بعدی گرفت 

  .می توان رابطه برنولی را نوشت
  

  جریان دو بعدی غیر چرخشی -3- 3
ψϕبرای اینکه الگوی جریان غیر چرخشی را مشخص کنیم لازم اسـت               را کـه در شـرایط مـرزی         ,

روش هـای   . جریان، موجـود اسـت     نسبتاً ساده     الگوهای حل ریاضی . د پیدا کنیم  نمسئله صدق می کن   
تقریبی دیگری وجود دارد که برای هر نوع شـرایط مـرزی، الگـوی جریـان را مـشخص مـی کنـد و                 

.  تقریب را کـم نمـود   به دلخواه،عمومی نیست در ضمن حل خاص مسئله تقریبی است ولی می توان   
  . مدل تجربیهای تقریبی عبارت اند از روش ترسیمی، آنالیز عددی، و ساختن بعضی از روش

  
   ترسیمی شبکه جریانروش -1- 3-3

 شد شبکه جریان از یک سری خطوط جریان و خطوط هم پتانسیل که              شرح داده  پیشترهمان طور که    
δϕδψ اگردر هر نقطه.  استنماینده الگوی جریان غیر چرخشی است تشکیل شده   :باشد=

snn

q
V

δ
δϕ

δ
δψ

δ
δ ===  

δψδϕ وقتی مقادیر پس    در نتیجه فواصل بین خطـوط هـم         ، قرار دهیم   یکسانی  را برابر مقدار ثابت    ,
چون خطوط جریان بر خطـوط هـم پتانـسیل    . پتانسیل و خطوط جریان در هر نقطه برابر خواهند بود        

ن عمودند شبکه جریان تقریباً از یک سری مربعاتی تشکیل می شود که با خواص ذکر شـده مـی تـوا                    
 اینکه اشـخاص مختلـف بـا         وجود  با بدین روش . شبکه جریان را با روش آزمون و خطا ترسیم نمود         

 جریان را رسم می کنند و تعداد خطوط جریانی را که انتخاب می کننـد متفـاوت                   شبکه طرق مختلفی 
  . ولی نتیجه عمل افراد مختلف خیلی به هم نزدیک است،است

  
  : زیر می توان عمل نمود، به طریقروش ا اینبرای ترسیم شبکه جریان ب

)٣-٣( 
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ی که توزیـع    ی ابتدا در قسمت ها    . تصمیم بگیرید برای دقت لازم چند خط جریان باید ترسیم شود           -1
  .سرعت مشخص است مثل قسمت جریان موازی، خطوط جریان را رسم کنید

وری کـه    به ط  ، قسمت های دیگر خطوط جریان را به وسیله منحنی های غیر شکسته کامل نمائید              -2
  .دنفاصله بین خطوط جریان با دور شدن از مرکز انحنا افزایش یاب

    نیـز  مرزهـا  سپس خطوط پتانسیل را نقطه چین طوری رسم کنید که خطوط جریـان راکـه شـامل            -3
در نزدیکـی نقطـه سـکون بـه     . به طور عمود قطع کنند و چهار ضلعی ها تقریباً مربع باشـند   ،می شود 

لعی خواهیم داشت و این به علت ایـن اسـت کـه نمـی تـوانیم مربعـات را             جای چهار ضلعی پنج ض    
بهتر است اولین خطوط پتانسیل را از دو طرف نقطه سـکون بـا فواصـل              . نهایت کوچک رسم کنیم     بی

ی از یگاه لازم است که تغییراتی در خطـوط پتانـسیل و در قـسمت هـا    . مساوی از آن نقطه رسم کنیم  
برای امتحان درسـت بـودن خطـوط رسـم     . شرایط ذکر شده صدق کند   درخطوط جریان داده شود تا      

 این اقطار نیز می بایست شبکه منحنی هـائی را تـشکیل             .شده، می توان قطرهای مربعات را رسم کرد       
  . تقاطع بر هم عمودند محلهایبدهند که در

  .نشان داده شده است) 2-3(نمونه ای از این مراحل در شکل 

  
  ریان با روش ترسیمی جشبکهرسم  :2- 3شکل 

  
 مـثلاً در   بـه وسـیله آزمـایش مـشخص نمـود،          سطح آزاد جریان را   در برخی موارد لازم است که        -4

وقتی .  باید سطح آزاد مطابق با شرایط مرزی باشد        )3-3( مطابق شکل    ،لب تیز  زجریان از روی سر ری    
افقـی، بـه   متداد سـطح آزاد   در ا و جریان  فواصل خطوط پتانسیل   ،جریان تحت تاثیر نیروی ثقل نباشد     

 همـه جـا      اسـت و    فشار ثابـت   ، که در سطح   گونه ای است که مربعات کامل تشکیل می شوند، چون         
انحنـا   که خطـوط جریـان       نزدیک سرریز و بعد از آن     در قسمت   .  یکسان است   در این مقاطع،   سرعت
ت تاثیر نیروی ثقل  که کاملاً تحیبرای جریان از روی سرریز. ستنی سرعت در همه جا یکسان دارند

 به طوری که در هر ، با استفاده از رابطه برنولی می توان فواصل بین خطوط پتانسیل را حدس زدستا
  .نقطه روی سطح آزاد رابطه زیر برقرار است

s
hgV v δ

δϕ== 2  )٣-۴( 
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  .  است1 ارتفاع نظیر سرعتvhکه 
  :پس

  shg v δδϕ 2=  

iv

n

i
n shg

i
δϕϕ ∑

=
=−

0
0 2  

 از هر ϕتغییرات .  در تمام نقاط روی سطح آزاد باید ثابت باشد shvδ ثابت اختیار شده     δϕچون  
  .نقطه ای روی سطح آزاد از رابطه بالا پیدا می شود

  

  
  تیزلب جریان از روی سرریز  :3- 3شکل 

  
 توزیع فشار با استفاده از شبکه جریان و رابطه برنولی در جریان بدون تاثیر نیروی ثقل را می توان              -5

0PPبر حسب    ( یا به صورت بدون بعد       −
2

1
/()( 2

00 VPP ρ−  وقتـی نیـروی ثقـل تـاثیر     .  رسم نمود

z توزیع ارتفاع پیزومتری      و سطح آزاد داریم به جای توزیع فشار، بهتر است          گذار است 
P

h +=
γ

  یـا  

 بدون بعد    بصورت
gV

hh

2/2
0

 ، رسم شود و در حالت نبودن سطح آزاد        −0
γ
P   برای رسم در نقاط مختلف 

  .بهتر است
   اسـت ده   سرعت کند شـون     از جریان که   یی در محل ها   ،دباش جریان زیاد     سرعت  اگر به طور کلی    -6
 .پدیدار شـود   جدائی سیال از جدار      ممکن است  -در کف نزدیک نقطه سکون    ) 3-3( مثلاَ در شکل     -

  . تغییر می کند،این جدایی از جدار تحت تاثیردر این قسمت، در این صورت شکل الگوی جریان 
  
  

                                                
1 Velocity head  

)٣-۵( 
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  )1-3 مثال
ــر،)4-3(شـــــکل   نـــــشان داده شـــــده دربـــــرای جریـــــان دو بعـــــدی دریچـــــه    اگـــ

mhmbmh 4.2,75.0,45.0 01  روی دریچه را پیدا کنیـد و         جریان  توزیع فشار  ، باشد ===
  را وزن مخـصوص آب .نیروی کل محاسبه شده از روی معادله مقدار حرکت را بـا آن مقایـسه کنیـد             

39800
m

N=γ فرض کنید.  

  
  1-3مربوط به مثال : 4- 3شکل 

  -حل
shv بعد از رسم شبکه با امتحان       δ     ثابت و به صورت ترسیمی سعی و خطـا مـی تـوان مـسئله را 

   )4-3 ( روی شکلتوجه به داده هایبا . حل نمود
gVhgVh                                                                       :رابطه برنولی 2/2/

2

11

2

00 +=+    
)1       ()81.92/(45.0)81.92/(4.2

2

1

2

0 ×+=×+ VV  
)                                       2:                                 (وستگیرابطه پی   

45.0

4.2

1

0

0

1 ==
h

h

V

V  
  :داریم) 2(و ) 1(از دو معادله 

s
mV 29.61 =  

s
mV 18.10 =  

mgVhgVhH 47.22/2/ 2
11

2
00 =+=+=  

   :دبی جریان برای واحد عرض

s
mhVq

2

00 83.24.218.1 =×==  
  : داریم برای نیرو در واحد عرض دریچه منحنی توزیع فشار زیر مساحتبا اندازه گیری

     kNF 11.13=′                    
Fانتظار این است که مقدار فوق، از           نیروی محاسبه شـده بـرای واحـد عـرض دریچـه در حالـت               ′′

  :هیدرواستاتیکی کمتر باشد
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kNbh
bh

F 34.13)75.04.2(
2

9800
)(

2

)( 2
0

0 =−=−×−=′′ γ  
 حرکت برابر جمـع     اندازهتغییرات   ، رابطه مقدار حرکت   طبق ):مقدار حرکت (رابطه ممنتوم   استفاده از   

  :با در نظر گرفتن نیروها بر واحد عرض دریچه، می توان نوشتنیروهاست، 
FFFVVq ′−−=− 1001 )(ρ  

  : وریمو از این رابطه به دست می آ
F

h
h

h
hVVq ′−−=−

22
)( 1

1
0

001 γγρ   

F ′−−=−× )45.04.2(
2

9800
)18.129.6(83.2

81.9

9800 22  

kNF 78.12=′  
  

  1شبکه جریان برای نفوذ سیال در محیط متخلخل  -3-3-2
برای جریان دائمی با سرعت کم در محیط متخلخل طبق معادله دارسی مقـدار جریـانی کـه از سـطح                 

  : می گذردAمقطع 
dsdhKAQ /−=  

dsdhKV سرعت متوسط جریان       هک 1Reطبـق تجربـه، فرمـول بـالا تـا            .باشد می   =−/ ==
υ

Vd 

.  قطر متوسط ذرات ماسه است      dسرعت متوسط و   Vصادق است که  
ds

dh    گرادیان ارتفاع پیزومتری
  . است متخلخل ضریب نفوذ محیطKو

  
  جریان در محیط متخلخل بر مبنای فرمول دارسی :5- 3شکل

  

                                                
1 Seepage flow net in porous media  

 

)٣-۶( 
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dsdhKV، مقدار در نظر گرفته شود    Kh−=ϕاگر تابع     بـوده و در نتیجـه   =−/
ds

d
V

φ=   خواهـد
که در منفذهای محیط متخلخل، جریـان       با وجود این  .  می کند  پتانسیل صدق  در شرط جریان     بود یعنی 

 چون برای این جریان ،توان از متد شبکه جریان برای جریان کلی استفاده نمود چرخشی است ولی می
 خطوط ثابت پیزومتـری خطـوط هـم پتانـسیل     . تعریف نمود  Kh−=ϕ  را می توان   کلی تابع پتانسیل  

  . خواهند بود
  

  جریان در محیط محدود - 2-1- 3-3
 شکل جریان فقط بستگی به شـکل جـدار       ،برای نفوذ سیال در محیطی محدود به جدار غیر قابل نفوذ          

  ماسـه   شـن و    که لایـه ای از     )6-3( مطابق شکل   به طور مثال در حالت نفوذ آب از زیر یک سد           ؛دارد
سـت و  د اخـتلاف سـطح آب بـالا    ،قرار گرفته باشـد   یا سنگ کف     نفوذ روی لایه غیر قابل نفوذ        قابل

 اخـتلاف   ، مقداری است ثابت   δϕ چون   . مشخص می کند   را پائین دست سد مقدار نفوذ آب زیر سد       
 مساوی تقسیم کرده و اگر تعـداد مربـع هـا در         قسمتهایرا به    )Hاختلاف پتانسیل (ارتفاع سطح آب    

قـسمت   mرا بـه Hبـوده و   δϕ افت پیزومتری بین هـر دو خـط پتانـسیل         ، باشد nامتداد هر مجرا  

در نتیجه در هر نقطه زیر سد ارتفاع پیزومتری . مساوی تقسیم می کند
γ
Pد را می توان به دست آور.  

  
  ترسیم خطوط جریان عبوری از زیر یک سد  :6- 3شکل 

  
  :به دست می آیدزیر از رابطه  )q(دبی جریان در هر مجرا برای واحد عرض 

dsdhKq /−=  
nhKq /=  

)٧-٣( 

)٨-٣( 
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Hبرابرند پس  nδ و sδچون طول های 
n

mK
Q   .)تعداد مجرا می باشد mکه( است =

زیـاد   m اگر افت پیزومتـری زیـاد باشـد    .کم می شود nبا ازدیاد Qدر رابطه بالا می بینیم که مقدار       
زیـاد شـود    mاگر شکل جدار طوری باشد که مقـدار . کندبوده مقدار کمتری آب از زیر سد نفوذ می  

 شود و در نتیجـه      ارتفاع پیزومتری سریع کم می    ) مخصوصاً تعدادشان در امتداد طول افقی بیشتر شود       (
 بنابراین طراحی محل دیواره غیر قابل نفـوذ در      .کم خواهد شد  ) به طرف بالا  ( وارد به سد     مقدار فشار 

نـشان داده  ) 7-3( بسیار حائز اهمیت می باشد، به دو نمونه از محل این دیواره ها که در شـکل      سدّها
 ـ   ،با ترسیم شبکه جریان می تـوان نیـروی وارد بـه سـد         .شده توجه کنید        لاخره ا توزیـع ایـن نیـرو و ب

ابـل   بررسی نمود و سد را طوری طـرح کـرد کـه بتوانـد در مق                ،نقطه ای را که سرعت ماکزیمم است      
  .عوامل مختلف پایدار باشد

  
  قابل نفوذ در نیروی فشار به طرف بالاغیراثر محل دیواره  :7- 3شکل 

  
  )2-3 مثال

mHاگـر  ) 6-3( در حالت نفوذ آب از زیر یک سـد مطـابق شـکل      daymKو =10  ،باشـد =6.0/
  . کنیدمحاسبهمقدار نفوذ آب از زیر سد را 

  -حل

m
daymH

n

m
KQ /6.110

15

4
6.0

3

=××==  
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  تمرین های فصل سوم
سپس  .اییدشبکه جریان را رسم نم    و  اختیار کرده    m=5 تعداد مجراها را   )2-3( در مثال  -3-1

  . و با مقدار محاسبه شده در مثال مقایسه نماییدرا محاسبه کنید Qدبی
دو خـط جریـان   .  رسم شـده اسـت  −33 و −22 ، −11در شکل زیر سه خط جریان     -3-2

 .دیگر بین این خطوط رسم کنید

 
 2- 3 تمرینمربوط به : 8- 3شکل 

توضیح دهید بـرای بـه دسـت آوردن شـکل خطـوط جریـان در جریـان آب در محـیط                   -3-3
 خط جریـان و پتانـسیل را رسـم          رد؟ چند متخلخل شکل زیر چگونه می بایست اقدام ک       

 .کنید

  
 3- 3 تمرینمربوط به : 9- 3شکل 

 
 شـکل زیـر بـا اختیـار کـردن            اطـراف سـدّ    برای نفوذ جریـان آب در محـیط متخلخـل          -3-4

4,15 == mn       سپس دبـی نفـوذی را محاسـبه         . خطوط جریان و پتانسیل را رسم کنید 
 .کنید
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 4-3 تمرینمربوط به : 10- 3شکل 

 
 مطابق شکل زیر چند خـط جریـان و           بتنی برای نفوذ آب در محیط متخلخل اطراف سد        -3-5

 .سپس یک منحنی تقریبی برای ارتفاع پیزومتری رسم نمایید. پتانسیل را رسم کنید

  
 5-3 تمرینمربوط به : 11- 3شکل 

 
 خطوط جریان و پتانـسیل      ، سد بتنی مطابق شکل زیر تغییر نماید       طرحدر مسئله قبل اگر      -3-6

 چهارضـلعی و متعامـد در محـیط     تقریبـاً را بگونه ای رسم کنید تـا یـک شـبکه جریـان     
  .متخلخل ایجاد شود

  
 6-3 تمرینمربوط به : 12- 3شکل 

  



 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  مچهارفصل 

  الگوهای ساده جریان در جریان سیال دو بعدی غیر چرخشی
  
  
  

   جریان یکنواخت-1- 4
 باشد جریانی است که خطوط جریان همگـی مـستقیم و            ساده ترین جریانی که می تواند وجود داشته       

. گویند   به این نوع جریان، جریان یکنواخت می       ر ضمن اندازه سرعت نیز ثابت باشد؛      موازی باشند و د   
  : خواهیم داشت)1-4(با توجه به شکل 

0, == vUu  
  :   پس

  0, =
∂
∂=

∂
∂

y
U

x

ϕϕ  
 که می توان برابـر   انتگرال را ثابت اختیاری   ،  نتیجهکه در   گرال گرفت    انت حال می توان از این معادلات     

  : بنابراین خواهیم داشت.صفر قرار داد

)۴-١( 
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θϕ cosUrUx ==  

  
  خطوط جریان یکنواخت :1- 4شکل

  
  :به روش مشابه می توان تابع جریان را به دست آورد
0=

∂
∂−==

∂
∂=

x
vU

y
u

ψψ  
  :و بنابراین خواهیم داشت

θψ sinUrUy ==  
 مـی سـازد،    α زاویه   x که با محور     ی برای جریان یکنواخت   )2-4(می تواند مطابق شکل     همین روش   

  :ه شودتعمیم داد
)(sin)sincoscos(sin αθαθαθψ −=−= UrUr

)(cos)sinsincos(cos αθαθαθϕ −=+= UrUr  

  
   صفحه  یک در دارای زاویهخطوط جریان یکنواخت :2- 4شکل 

  

   و چاه دو بعدیچشمه -2- 4
  یـک چـشمه  ، خارج گردد و متقارن از نقطه ای به صورت شعاعی  جریان ،اگر در جریان روی صفحه    

 را چـشمه خطـی      -مانند محور استوانه   - یک خط   در حالت دو بعدی،     یعنی خواهیم داشت،  ) خطی(

)۴-٢( 

)۴-٣( 

)۴-۴( 

)۴-۵( 

)۴-۶( 
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از ایـن   اسـتوانه شعاعی از محـور   و جریان به صورت      باشد  می صفحهاین خط عمود بر       که نامیممی  
       در حالت چشمه سه بعدی، جریـان از یـک نقطـه بـه صـورت کـروی پخـش                     .خط پخش می گردد   

و  همان جریان وارد شده است       ،جا قدرت چاه  در این . شود چاه عکس این عمل انجام می         در .می شود 
 قـدرت  Q ، در حالت چشمه.در حالت چاه جریان به طرف یک نقطه است . می دهیم نشان   Q به   آنرا
  : پس در چشمه و چاه دو بعدی. به طرف بیرون استمهچش

θ
ψϕ

π ∂
∂=

∂
∂==

rrr

Q
Vr

1

2
  

0
1 =

∂
∂−=

∂
∂=

rr
V

ψ
θ
ϕ

θ  

  
  یک چشمه در مرکز مختصات  :3- 4شکل

  :بنابراین
)(θψψ =  

)(rϕϕ =  
اگر مقدار ثابت 

π2

Q را برابر m که ( بگیریمQ   یاmداریم)  را قدرت چشمه می نامند:  

r

m

r
Vr =

∂
∂=
θ
ψ1  

 مقدار   θV=0و چون سرعت مماسی     
θ
ϕ
∂
∂

r

  چون برابر با صفر بوده و    1
θ
ψ
∂
∂=

r
Vr

 پـس خـواهیم   ،1
  :داشت

πθ
ψ

2

Q
m

d

d ==  
  و 

  
r

m

r

Q

d

d

r
Vr ===

πθ
ψ

2

1    

  :پس

)۴-٧( 

)۴-٨( 

)۴-١٠( 

) ۴-٩( 

)۴-١١( 

)۴-١٢( 

)۴-١٣( 
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











==

==

rmr
Q

m
Q

lnln
2

2

π
ϕ

θθ
π

ψ

  در چشمه: 

  

 












−=−=

−=−=

rmr
Q

m
Q

lnln
2

2

π
ϕ

θθ
π

ψ

  در چاه :

                                                    : چنین نوشت مختصات کارتزیندرالا را می توان معادلات ب

 


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  برای چشمه: 

  

 


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
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−=
−

)(ln
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y
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ψ

  برای چاه  :

  
 که از نقطـه نظـر   ،سرعت باید بی نهایت گرددمقدار   ،اه این نکته حائز اهمیت است که در مبد        توجه ب 

 در ، ولی می توان با تقریب،فیزیکی غیر ممکن است پس چشمه و چاه در حالت واقعی وجود ندارند            
  .خارج از این نقطه مسئله را حل کرد

به . ایجاد شده شبیه به جریان چشمه است      اگر بشقابی را به صورت افقی زیر شیر آب بگیریم، جریان            
 در جریان آبهـای     .را نشان می دهد    جریان آب داخل خاک      )4-4( شکل    دیگر، عنوان یک مثال واقعی   

 زیـاد باشـد، آب خـود بـه           آب موجود در خِللَ و فرَِج خاک        اگر فشار  ، عمیق زیرزمینی به سمت چاه   
  .می گردد و چاه حفّاری شده بوسیله آب پر خود بیرون می ریزد

)۴-١۴( 

)۴-١۵( 

)۴-١۶( 

)۴-١٧( 
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   عمیقجریان آب زیرزمینی به طرف یک چاه :4- 4شکل 

  
  

  ورتکس آزاد یا ورتکس غیر چرخشی -3- 4
ایـن  . نامنـد مـی   ) دایروییا   (1جریانی که ذرات به صورت دایره وار مسیری را طی می کنند ورتکس            

داریـم  ) دایـروی ( پس با توجه به این مطلب دو نوع ورتکـس     ، بچرخد  هم ذره می تواند دور خودش    
در ورتکس غیر چرخشی چرخش نداریم و می توان تابع پتانسیل           . ورتکس چرخشی و غیر چرخشی    

 ، است و تابع پتانسیل  اهچچشمه یا    تابع پتانسیل    مشابه ،را به دست آورد که در این حالت تابع جریان         
  :ورتکس است قدرت kدر این روابط  . است یا چاهمعادل تابع جریان چشمه

r

k

rd

d

r
V =

∂
∂−== ψ

θ
ϕ

θ
1  

   
 











+±=±=

+==

2

1
22

2

1
22

)ln(

)ln(ln

yxkk

yxkrk

θϕ

ψ mm

  

                                                
1  Vortex  

 

)۴-١٨( 

)۴-١٩( 
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  شمای ورتکس آزاد :5- 4شکل 

  
شبکه جریان ورتکس با شبکه جریان چاه و چشمه یکسان است با این تفاوت که در این حالت دوایر             

کس ورت) 5-4(مطابق شکل   . هم مرکز، خطوط جریان بوده و خطوط شعاعی، خطوط پتانسیل هستند          
 فـوق   وابـط در ورتکس آزاد، با توجـه بـه ر         . می گیرند   در نظر  در خلاف عقربه های ساعت را مثبت      

  :داریم







=

=

0rV
r

k
Vθ  

  :در نتیجه
    









=

=

0rV

cterVθ

 

  گردآب و گردباد طبیعی -1- 4-3

در گردآب و گردباد طبیعی چون گرادیان سرعت         
dr

dVθ  ه دور از مرکز بسیار کوچک اسـت       در فاصل، 

یوقتی آب و یا هوا که لزجت آن ها کم است داشته باشیم، مقدار تـنش برش ـ             
r

V

∂
∂= θµτ  در فاصـله 

 لزج و یا غیر چرخـشی داریـم، پـس در             غیر که جریان سیال    می توان گفت    و دوربسیار کوچک بوده  
شی است ولی در فاصله نزدیـک مرکـز، تـنش     فاصله دور، گردباد و یا گرداب یک ورتکس غیر چرخ         

برشی قابل ملاحظه بوده و اگر گرادیان سرعت را برای ورتکس غیر چرخشی در نزدیک مرکز در نظر 
  .باشد  بسیار بزرگ می،بگیریم

)۴-٢٠( 
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  در ورتکس طبیعیو انحنای سطح آب توزیع سرعت  :6- 4شکل 

  
توان صرف نظر کرد و در نتیجـه ورتکـس           از اثرات آن نمی      ،لذا وقتی تنش برشی قابل ملاحظه باشد      

ωθچرخشی اجباری در مرکز داریم و در نزدیک مرکـز            rV و شـکل   توزیـع سـرعت     .  مـی باشـد    =
  .است) 6-4( شکل مطابق بادر ورتکس طبیعی انحنای سطح آزاد 

  

  در خم   رودخانهتغییرات سواحل و کف -2- 4-3
به جـز نزدیـک جـدار    ( می توان جریان را با تقریب خوب ) 7-4( مطابق شکل در خم یک رودخانه،  

  .می باشد ثابت  rVθ در نتیجه ،یک قسمت از ورتکس آزاد گرفت) رودخانه

  
  جریان در خم رودخانه :7- 4شکل 
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خـم  داخـل    سمت   درزمین کناره     با گذشت زمان،    توضیح داد که چرا    توانبا توجه به این مطلب می       
رودخانه به طرف بیرون خم به عبارت دیگر    .  می یابد   خارج خم کاهش    در سمت  و افزایش   ،انهرودخ

 در حقیقـت، . دم بیشتر از داخـل خـم مـی شـو    ، همچنین عمق رودخانه در خارج خپیشروی می کند  
در  ، رودخانه زمین را اشغال می کنـد ،جهت در خارج خم شسته شده و در آن  زمین ساحل رودخانه

  . زمین به طرف رودخانه پیش می رود،خم داخل صورتیکه در
constrV. ( خواهد بـود   B بیشتر از نقطه     Aسرعت سطح آب در      )8-4(با توجه به شکل    =θ(    و ایـن 

 می شود و همین باعـث شـسته شـدن    B  به A در سطح از وA  به Bباعث جریان ثانویه در کف از 
  . می شودA نزدیک به  کفرسوبات و اضافه شدن ذراتو  Bساحل و کف نزدیک 

  
  تغییرات سواحل و کف رودخانه در اثر وجود جریانات ثانویه :8- 4شکل 

  

  مفهوم ریاضی سیرکولاسیون -4- 4
سیرکولاسیون بنا بـه  .  است1یکی از مطالب مهم در تئوری ایرفویل و توربین ها، تئوری سیرکولاسیون       

 تئوری کـه پیـدایش   این .ک مسیر بسته می باشدحول ی ، سرعت مولفه مماسی انتگرال خطی،تعریف
 Γسیرکولاسـیون را بـا     .تعریف می کند، بر اساس سیرکولاسیون می باشـد        را  حول اجسام    نیروی برآ 

 dsعبارت داخل انتگرال ضرب داخلی دو بردار سرعت و         )9-4 ( با توجه به شکل    کهنشان می دهیم    

Γ=∫ باشد، یعنیمی 
c

dsV.پس : ∫=Γ
π

θ
2

0

cosdxV   

  :بنابراین φ∇=V :مشتیدر جریان غیر چرخشی از قبل دا
φφ ddsVds =∇= .  

  :در نتیجه
0==Γ ∫

c

dφ  

                                                
1 Circulation  

)۴-٢١( 

)۴-٢٢( 
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  تعریف سیرکولاسیون :9- 4شکل 

  
 Γ=0 یعنـی  برابـر بـا صـفر        ، همـواره   در جریان غیر چرخشی، مقدار سیرکولاسیون      گربه عبارت دی  

 در  درخلاف جهت عقربه هـای سـاعت      ولی اگر سیرکولاسیون را حول ورتکس غیر چرخشی          .است
  :نظر بگیریم

  
  سیرکولاسیون حول ورتکس غیرچرخشی در خلاف جهت عقربه های ساعت :10- 4شکل 

  
  :داریملاف گردش عقربه های ساعت خدر 

KCrVVrd ====Γ ∫ ππθ θθ 2)(2  
 Kمقـدار برابر با   که به این مفهوم است که سیرکولاسیون حول هر منحنی که مرکز را در بر می گیرد                  

ولی اگر منحنـی ای را در نظـر بگیـریم کـه             .  که به علت چرخشی بودن در مرکز ورتکس است         است
  : خواهیم داشت،ر بر نگیردمرکز را د

DACDBCABABCD Γ+Γ+Γ+Γ=Γ  
12: چون 12

rVrV θθ =   
0)(0)(0 12 12

=++−+=Γ θθ θθ rVrVABCD  
را نقطـه منفـرد     نقطـه    کـه آن     ،پس در تمام نقاط، جریان غیر چرخشی است غیـر از مرکـز ورتکـس              

  .گویند می

)۴-٢٣( 
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  تی یورتیس -5- 4
  .بر چرخش است دو برا1تییورتیس  گفته شد، پیشتر نیزهمان طور که

y

u

x

v
zz ∂

∂−
∂
∂== ωξ 2  

  . شکل زیر نیز می توان محاسبه کردبامقدار ورتیستی را 

  
  شکل المان تحت ورتیسیتی :11- 4شکل 

  
  : برابر است باABCDکولاسیون حول منحنی بسته  سیرABCDبرای المان ) 11-4(در شکل 

DACDBCABABCD Γ+Γ+Γ+Γ=Γδ  
  :پس

x
y

y

u
u

x

x

v
vyx

y

y

u
u

x

x

v
vyABCD δδδδδδδδδ 








∂
∂−+








∂
∂−−








∂
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






∂
∂+=Γ

2222
  

   در نتیجهو

AA
y

u

x

v
yx

y

u

x

v
zABCD δξδδδδ =








∂
∂−

∂
∂=








∂
∂−

∂
∂=Γ  

A
ABCD

z
A δ

δξ
δ

Γ=
→0

lim  

zy

u

x

v

AA
ξ

δ
δ

δ
=

∂
∂−

∂
∂=Γ

→0
lim  

  
چون  . حد نسبت سیرکولاسیون به سطح می باشدورتیسیتی،پس  . مساحت المان می باشدAδکه 

 چرخشی نخواهد سیرکولاسیون در مرکز هر ورتکس آزاد صفر نمی باشد، جریان در این نقطه غیر
سیرکولاسیون ) غیر چرخشی است( مقدار ورتیستی صفر است ،ولی در میدانی که در تمام نقاط .بود

                                                
1  Vorticity 

)۴-٢۴( 

)۴-٢۵( 

)۴-٢۶( 

)۴-٢٧( 

)۴-٢٨( 
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 می توان ،برای هر منحنی بسته نیز صفر خواهد بود و یا برعکس اگر مقدار سیرکولاسیون صفر باشد
 صفر ر ورتیسیتیمقداه، طدر یک یا چند نق میدان غیر چرخشی است و در میدانی که نگفت که آ

  : مجموع مقدار ورتیسیتی ضربدر المان سطح آن نقاط است برابرسیرکولاسیون نباشد، 
∫ ∫∫==Γ

A z dAdsV ξ.  
  

  )دوقلو(دوبلت  -6- 4

  ترکیب چشمه و چاه -1- 4-6
 1 چرخشی پایه که از توام کردن چشمه و چاه به وجود می آیـد دوبلـت  ی غیریکی دیگر از جریان ها    

  :کل یک چشمه و چاه با قدرت مساوی را در نظر می گیریمطبق ش. است
چشمهچاه ψψψ +=  

  
  ترکیب چشمه و چاه :12- 4شکل 

     :پس تابع جریان کل برابر است با
                                             )(

2 21 θθ
π

ψ −= Q  
   :که می توان نوشت

                                                                   )(
2

21 θθπψ −=
Q

  
   :و هر گاه از دو طرف تانژانت بگیریم

         
21

21
21 tantan1

tantan
)tan(

2
tan

θθ
θθθθπψ

+
−

=−=







Q

  

                        : می توان دید که)12-4(از شکل 

  
ar

rو
ar

r

−
=

+
=

θ
θθ

θ
θθ

cos

sin
tan

cos

sin
tan 21  

  :پس

                                                
1 Doublet 

)۴-٣٠( 

)۴-٣١( 

)۴-٢٩( 
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222

22

cos

sin
1

cos
sin

cos
sin

2
tan

ar

r
ar

r

ar

r

Q

−
+

−
−

+=








θ
θ

θ
θ

θ
θ

πψ  

  :پس از ساده سازی

22

sin22
tan

ar

ar

Q −
−=







 θπψ  
  : به صورت زیر می باشدترکیب چشمه و چاهدر نتیجه تابع جریان حاصل از 









−
−= −

22
1 sin2

tan
2 ar

arQ θ
π

ψ  
  

  ) دوقلو(تعریف دوبلت  -2- 4-6
 بـه   ، می شوند تشکیل شده اسـت      نزدیک دوبلت از یک چشمه و چاه هم قدرت که به طرف یکدیگر           

)0( دگونــه ای کــه فاصــله آنهــا کــاهش مــی یابــ →aافــزایش مــی آیــد همزمــان  و قــدرت آنهــا  
)

2
( ∞→=

π
Q

m رت و فاصله در همه حال ثابت باشد،        که حاصلضرب قد   نحوی به   و ( )λ→ma2 
  . مقداری است ثابت و قدرت دوبلت خوانده می شودλکه

) خواهیم داشت    ،a→0در حد وقتی     ) ( )=−1tan      در این حالـت





 →

− rar

r 1
22

و  مـی شـود     
  :آیدمی در  به صورت زیر) 31-4(بیان شده با رابطه تابع جریان 

r

θλψ sin−=  
  : می شودصورت بدین ، تابع جریان استمتعامد و به همین ترتیب تابع پتانسیل که

 
r

θλϕ cos+=  
 x و y روی محورهـای   به ترتیبشکل خطوط جریان و خطوط پتانسیل دوایری هستند که مراکز آنها 

  .می باشند
  

      ولـی ایـن جریـان هـا را          ، فیزیکـی نیـستند     کاملاَ چشمه و چاه و دوبلت و ورتکس آزاد جریان های         
  تقریبی بعـضی از    زی ترکیب کرد و شکل    می توان به صورت های مختلف با همدیگر و با جریان موا           

 روی سـطح مـایعی       را  قاشق  قسمت محدب  اگر وسیله ای مثل   . جریان های فیزیکی را به دست آورد      
  .شبیه دوبلت خواهیم داشتتقریباً مثل آب بکشیم در ابتدا جریانی 

)۴-٣٢( 

)۴-٣٣( 

)۴-٣۴( 
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  :مولفه های سرعت هر نقطه در دوبلت برابر است با

2

cos

r
Vr

θλ−=  

2

sin

r
V

θλ
θ −=  

  
  توابع پتانسیل و جریان دوبلت :13- 4شکل 

  
  :با است برابر بردار سرعت در هر نقطه هاندازو 

2
22

r
VVV r

λ
θ =+=  

  
در فصل بعد نشان خواهیم داد شکل تابع جریان غیر دائمی در یک استوانه متحرک در سیال ساکن 

  .مشابه دوبلت است
  
  
  
  
  
  
  

)۴-٣۵( 

)۴-٣۶( 

)۴-٣٧( 
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  رمتمرین های فصل چها

rنشان دهید تابع  -4-1
Q

ln
2π

ϕ  . هارمونیک است، یعنی در معادله لاپلاس صدق می کند =

23پتانسیل سرعت در یک میدان جریان دو بعدی به صورت  -4-2 5
3

5
xyx −=ϕنشان .  است

 .دهید که رابطه پیوستگی ارضاء می شود، همچنین تابع جریان متناظر با آن را بیابید

ریان برای یک جریان دو بعدی، تراکم ناپذیر و غیر لزج به صورت تابع ج -4-3

θψ
3

4
sin3/4r=تابع جریان نشان دهید این تابع هارمونیک است و.  پیشنهاد شده است 

 را ارضاء  و شرط غیر چرخشیرابطه پیوستگیبه ترتیب  پتانسیل سرعت این جریان، و

تعبیر فیزیکی ، می گذرد که از مبدأ مختصات ψ=0 خط جریان  ضمن ترسیم.می کند

 .این جریان را مشخص کنید

اگر آب از سوراخی در کف یک مخزن بسیار بزرگ خارج شود، شکل خطوط جریان به  -4-4

rlnبه صورت  تابع جریان دو بعدی  نشان دهیدچه صورت خواهد بود؟
2π

ψ Γ= 

 سطح معادله ین نقاط مشخص شده در شکل نشان دهیدبا نوشتن رابطه برنولی ب. است

به صورت در قسمت غیر چرخشی، آزاد 
22

2

8 rg
zs π

Γ=شکل سطح آزاد در . می باشد 

 قسمت چرخشی به چه صورت است؟

 
 4-4مربوط به تمرین : 14- 4شکل 



 ٧٥/  الگوهای ساده جریان در جریان سیال دو بعدی غیر چرخشی - فصل چهارم

 مطابق شکل زیر مدل )ورتکس(دورگرد یک گردباد را می توان به شکل یک جریان  -4-5

 :د که در آنکر

 






>

≤
=

Rr
r

R

Rrr

V
:

:
2ω

ω
θ         0        و== zr VV 

  
 5-4مربوط به تمرین : 15- 4شکل 

؟ با  است  چرخشی یا غیر چرخشیRمشخص کنید که این جریان در داخل و خارج شعاع 

 با این r توزیع فشار داخل گردباد را بصورت تابعی از rاستفاده از معادله ممنتوم در جهت

=∞فرض که  pp وقتی ∞→rمقدار و مکان کمترین فشار را بیابید.  به دست آورید.  

 یا ، صفرون حول دوبلت نشان دهید سیرکولاسیپتانسیل در جریان φ∇=Vبا توجه به  -4-6

  آیا می توان گفت در تمام نقاط دوبلت، جریان غیر چرخشی است؟؟ استمقدار دیگری

  

 

  
  



 

 

  

  

  
 

  مپنجفصل 

  ترکیب جریان های ساده  
      

                                     

  ترکیب ترسیمی جریان یا جمع گرافیک الگوهای جریان -1- 5
  

21...بع جریان  توا  جمع گرافیکی  فصلدر این    ++= ψψψ     در مثـال زیـر یـک        . را بررسی می کنـیم
 الگوی جدیدی ایجـاد      صفحه افقی قرار گرفته اند،      روی محور در    ای چشمه و یک چاه که در فاصله      

      پتانسیل سرعت، برابـر مجمـوع توابـع جریـان و پتانـسیل چـشمه و چـاه          و ند که توابع جریان   نمی ک 
  .می باشد

)( 12212

22

1

11

θθθθψ
θψ

ψψ
θψ

−−=−=








−=
+=→

=
mmm

m

m

  

تشکیل خطوط جریان جدیدی را می دهد،  در این حالت ترکیب خطوط جریان چشمه و چاه اولیه
  .این موضوع را نشان می دهد) 1-5(خطوط جریان رسم شده در شکل 









−+

−=







−
−= −−

222
1

22
1 2

tan
sin2

tan
ayx

ay
m

ar

ar
m

θψ  
  

)۵-١( 

)۵-٢( 
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 های چشمه و چاه است، به عنوان مثال، خط ψ ترکیب، مجموع ψمی توان دید که  ) 1-5(در شکل   
12=ψ          جریان ترکیب، از به هم پیوستن نقاط تقاطع ψ         های چشمه و چاه به صورت زیـر تـشکیل 

 : شده است

12111...9310211112 =+==+=+=+=+== چشمهچاه ψψψ  
  

  
  ترکیب ترسیمی جریان چشمه و چاه :1- 5شکل 

  
  

  )جریان حول نیم بدنه (یکنواختترکیب چشمه و جریان  -2- 5
 چـشمه در مبـدا       اگـر  . را تولیـد مـی کنـد       جریان جدیدی ترکیب کردن یک چشمه با جریان موازی،        

 جریان xدر امتداد موازی با محور  UU=∞و جریان یکنواخت با سرعت   شته باشد   مختصات قرار دا  
 ، دو شـاخه مـی شـود و جریـان          s در نقطه    که هاست   xمنطبق بر محور    خط جریان   یک  ،  داشته باشد 

در .  فـرض کـرد    )نیم بدنه  (این دو شاخه را می توان جدار جسم جامد        . تمام چشمه را در برمی گیرد     
  : در خواهد آمد)2-5( شکل آن صورت الگوی جریان به شکل جریان حول نیم بدنه

ψψψ +=  
        نیم بدنه        چشمه       جریان یکنواخت

 با  یا جریان آب در کانالی،جریان حول یک جزیره، جریان به طرف تپه،  پل یکجریان در اطراف پایه
، در سـیال حقیقـی  . دن نمونه هـایی از ایـن جریـان مـی باش ـ    ،شود که عمق آن کم می     شیب بسیار کم  

ولـی   . به وجود می آیدsدر دو طرف  جریان مرکزی قدری از هم دورتر می شوند و دو گروه    خطوط
ر خط جریـان  ه . است و سرعت در آن نقطه صفر می باشد  s محل سکون در نقطه      ، تئوری به صورت 

  . فشار را روی آن پیدا کرد ورا می توان جدار جامد فرض کرد و به صورت تحلیلی توزیع سرعت
  

)۵-٣( 
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  )جریان اطراف نیم بدنه (ترکیب چشمه و جریان موازی :2- 5شکل 

    : به شکل زیر می باشدجریان چشمهبا ترکیب توابع جریان یکنواخت و ،  تابع جریان-الف

                                                                     θθψ mUr += sin  
 عت سـر  sدر نقطـه    .  مـی گـذرد    s خط جریانی است که از نقطه سکون         ، معادله پروفیل نیم بدنه    -ب

  . جریان چشمه با جریان موازی خنثی می شودسرعتو SV=0 : استصفر
),(پس در نقطه  πsrS :  










=−=
∂
∂−=

=+==
→=

0sin

0cos
1

0

θψ

θ
θ
ψ

θ U
r

V

r

m
U

d

d

r
V

V s
r

s  

  
در نتیجه   

U

Q

U

m
rs π2

πθو   == بـرای پیـدا     .مـی کنـد    را مـشخص     S که محل    حاصل می شود   =

 مقدار   r به جای    ψ می گذرد در معادله      S که از نقطه     ψکردن مقدار ثابت    
U

m     و به جای θ   مقـدار 
πابر خواهد بود باو مقدار ثابت خط جریان بر ، را قرار می دهیم:  

2
sin

Q
mm

U

m
Us ==+= πππψ  

  : بدین صورت است می گذردSپس معادله خط جریانی که از 
πθθψ mmUr =+= sin  

)۵-۴( 

)۵-۵( 

)۵-۶( 

)۵-٧( 
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  :به دست می آید به صورت زیر معادله پروفیل نیم بدنهrبر حسب ) 7-5( با نوشتن معادله در نتیجه
)1(

sin
)(

sin π
θ

θπ
θπ

θ
−=−=

U

m

U

m
r  

  :چنینهم

rVVV
→→→

+= θ  
22

rVVV += θ  
  :سرعت روی نیم بدنه به صورت زیر است

 
r

m
UVr += θcos  

θθ sinUV −=  
θcos

2
2

2
22

U
r

m

r

m
UV ++=  

  )h( نصف ضخامت نیم بدنه -ج
),( در هر نقطه ای مثل  θ′′rPداریم) 8-5(به رابطه  توجه اب روی نیم بدنه:  

)'(
sin2

sin
'sin' θπ

θπ
θθ −

′
′

==
U

Q
rh  

که با جایگذاری 
π2

Q
m   :به دست آمده است، به عبارت دیگر =

U

m
h

)( θπ ′−=  
  : از رابطه زیر به دست می آیدhمقدار ماکزیمم  r→∞و  θ→'0در حد وقتی که 

U

Q

U

m
h

2max == π  
  .می باشد) U(در این ضخامت سرعت جریان برابر با سرعت جریان یکنواخت 

U
m

UVr =
∞

+= )0cos(  
 را می تـوان از      روی نیم بدنه  فشار در هر نقطه     .  باشد P∞ است فشار    Uاگر در بی نهایت که سرعت       
  :داریم  دن باشبا ارتفاع یکسان و مقطع،ددر حالی که . رابطه برنولی به دست آورد

22

22 VPUP
+=+∞

ρρ
  

  :خواهیم داشت) 13-5(با توجه به 







 +−=−=− ∞

r

U

r

m

U

m

U

V

U

PP θ

ρ

cos2
1

2

1 222

2

2

   

)۵-١٠( 

)۵-٩( 

)۵-٨( 

)۵-١٣( 

)۵-١٢( 

)۵-١١( 

)۵-١۴( 

)۵-١۵( 

)۵-١۶( 

)۵-١٨( 

)۵-١٧( 
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:  داریم)7-5( رابطه از  در روی صفحه نیم بدنه-د
)(

sin

θπ
θ

−
= r

U

mرا می توان به صورت ) 18-5 ( پس
  :زیر نوشت







 +

−−
−=− ∞ θ

θπ
θ

θπ
θ

ρ
cos2

sinsin

2
1 2U

PP  

این حالت چون در طول مسیر سرعت جریان افزایش می یابد و کاهش سرعت بـسیار کـم اسـت                    در  
به جز لایه های نزدیک جدار بقیه جریان را در عمل می تـوان بـا دقـت خـوب غیـر                      . جدایی نداریم 

=∞ در محلی که     .چرخشی فرض کرد و از روابط فوق استفاده کرد         PP،ر  سـرعت در جـداره د      است
)26.1( ماکزیمم می شود و سرعت ماکزیمم        o3.113≈θ حدودزاویه ای    U    کمی از سرعتU  بیشتر 

است و بعد از این نقطه تا بی نهایت سرعت به طور آهسته کاهش می یابد و در بی نهایت به سرعت                      
Uعملاَ سرعت در فاصله ای بیشتر از . می رسد max4h از نقطه سکون، تقریباَ برابر Uمی شود .  
  

  بیضی رانکین  -3- 5
 بـا قـدرت    و چـاه  جریان حول یک شکل بیضی دو بعدی، با جمع و ترکیب جریان موازی با چشمه             

  : برای این ترکیب تابع جریان به صورت زیر خواهد بود.مساوی ایجاد می شود
)(sin 21 θθθψ −+= mUr  

  :ل سرعت نیز بدینگونه می باشدو تابع پتانسی
)ln(lncos 21 rrmUr −+= θϕ  

  

  
   مشخصات بیضی رانکین وترکیب جریانها :3- 5شکل 

ص کـرد، در   مـشخ  θ و r را می توان بر حسب     2r و   1r همچنین 2θ و   1θهمان طور که قبلا دیدیم      
  :تابع جریان به صورت زیر می شوداین صورت 

)۵-١٩( 

)۵-٢١( 

)۵-٢٠( 
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







−
−= −

22
1 sin2

tansin
ar

ar
mUr

θθψ  









−+

−= −
222

1 2
tan

ayx

ay
mUyψ  

ابتهای مختلف، معادله خطوط جریان به دست می آید و اگر تعدادی ثبا برابر قرار دادن تابع جریان با 
 در حالتی که قدرت چشمه  متوجه خواهیم شد که، را رسم کنیمψ=0از این خطوط از جمله خط 

   .دیک منحنی بسته بیضی شکل را تشکیل می ده) 3-5(مطابق شکل ψ=0 خط و چاه یکسان باشد،
  

  
  با ترکیب جریان یکنواخت و چشمه وچاه مختلفخطوط جریان: 4- 5شکل 

  

اسـتوانه بـا    می توان جریان حول      قدرت چشمه و چاه برابرند       که در آن  را   سمت راست    )4-5( شکل
 مشخص کـرد کـه      x نقطه سکون را می توان در جایی روی محور           . در نظر گرفت   ، بیضی شکل  مقطع

 و مشخـصات    مه و چاه یکدیگر را خنثی می کننـد         موازی و چش   هایسه قسمت سرعت در اثر جریان     
  .دارد U وaاین نقطه بستگی به مقادیر 

هـای    خاب چشمه و چاه با قدرت های مختلف و جریان موازی با سرعت های متفاوت، پروفیل               با انت 
  .مختلف را می توان پیدا کرد

) L(نصف طول بیضی .  استa2اه برابر چفاصله چشمه از در حالتی که قدرت چشمه و چاه برابر و 
  : خواهیم داشت)22-5(د، از را می توان با تعیین محل نقطه سکون  به دست آور

0
21

22
0

=
−

−=
∂
∂=

=
= aL

ma
U

r
V

Lr
s

r
θθ

ψ 

  :در نتیجه نصف طول بیضی برابر می شود با
2

1

22






 += a

U

ma
L  
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  و یا 
2

1

1
2







 +=

Ua

m

a

L  

( است، پس در نقطه ψ=0در روی بیضی 
2

,(),(
πθ hr   :داریم) 22-5(روی بیضی از  =

)
2

(tan
22

1

ah

ah

m

Uh

−
= −  

  :د نیم پهنای بدنه بیضی می شودر نتیجه

m

Uh

a

ah
h tan

2

22 −=  
  و یا 



















−






=

m

Uh

a

h

a

h
tan1

2
1

2

  

 در  ،جدار بیضی و دنباله ای پشت بیضی        نزدیکی دردر عمل برای سیال آب و هوا، به جز قشر نازکی            
و خط جریان و توزیع سرعت      بقیه قسمت ها جریان را می توان ایده آل غیر چرخشی در نظر گرفت               

 خـصوصا اگـر بیـضی       ، تابع فوق قابل محاسبه اسـت       با در جلو و حتی تا حدودی زیر و روی بیضی         
  . . .  کشتی ها و رخی  انواع ب مقطع مثلا در پروفیل،نازک باشد

  

   با مقطع دایرهاستوانهجریان حول  -4- 5
 به صفر aدیک می شوند و در حد وقتی از حالت قبل نیز می توان دید، وقتی چشمه و چاه به هم نز

لذا جریان .  یک دایره بسته می شود جسم، شده و شکلبلتمیل می کند، مجموع چشمه و چاه، دو
  . آید  به دست میU با سرعت یکنواخت و جریان بلت با مقطع دایره از ترکیب دواستوانهحول 

r
Ur

θλθψ sin
sin −=  

r
Ur

θλθϕ cos
cos +=  

  
  )ترکیب جریان یکنواخت و دوبلت(شکل خطوط جریان اطراف استوانه  :5- 5شکل 

  

)۵-٢۶( 
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  :رابطه تابع جریان را می توانیم به صورت زیر بنویسیم

θλψ sin2 r
r

U 





 −=  

  : خواهیم داشت2Ua=λ  ثابت اختیاریبا قرار دادن

θψ sin1
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θϕ cos1
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ar به ازای  ψ=0ه خط جریان    ک  به شـعاع      یک دایره   ایجاد می شود که    =
U

a
λ=  خـط  .  اسـت

0=θ    و خط πθ می توان جریان    ارخارج دایره   بقیه جریان   .   است ψ=0 نیز جزو خط جریان      =
شکل خطـوط   .  می شود  U مقدار سرعت    )r→∞یعنی  (در فاصله دور    .  در نظر گرفت   استوانهحول  

  .جریان خارج دایره در زیر نشان داده شده است

 
  شکل خطوط در خارج استوانه :6- 5شکل 

  :هر نقطه از روابط زیر به دست می آینددر مولفه های سرعت 
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ar که استوانهو برای سطح       : می باشد=
θsin2UV ar −==  
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πθ و   θ=0 دو نقطه    استوانهروی   در .  می شودV=0 هستند که در آنها    نقاط سکون    =
2

πθ ±= 
)مقدار سرعت دو برابر سرعت جریان موازی )U2خواهد بود .  

 و نقطه ای واقع در استوانه را می توان از رابطه برنولی بین هر نقطه ای روی استوانهفشار روی 
  :ورد می باشد، به دست آP∞  فشار وUفاصله دور که سرعت در آن 
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  :حال داریم
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ρ
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12 2

−=
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⇒±=
U

PP

ρ

πθ θ  

غیر چرخشی با جریان حقیقی      در شکل زیر، منحنی توزیع ضریب فشار بی بعد، برای جریان پتانسیل           
 :لایه ای و مغشوش، مقایسه شده است

  
  بر اساس نوع جریانو  θ برحسب زاویهتوزیع فشار روی استوانه: 7- 5شکل 
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  جریان حقیقی اطراف استوانه -5- 5
  

اطراف استوانه با عدد رینولدز جریان  حقیقی،  وضعیتدر
ν

VD  تغییر می کندبه شرح زیر.  
  
  .ان چرخشی استدم میجریان در تما در اعداد رینولدز خیلی کم، )1

 
  شکل متقارن جریان کاملاً چرخشی اطراف استوانه : 8- 5شکل 

  
  . بیشتر منطقه جریان چرخشی استهمچناننیز  با کمی افزایش رینولدز )2

  
  شکل نامتقارن جریان اطراف استوانه: 9- 5شکل 

  
در فاصـله دور    هنوز   ند، با افزایش بیشتر رینولدز در پشت استوانه، گردابه های ثابت ایجاد می شو             )3

  .از جسم می توان جریان را غیر چرخشی فرض کرد

  
   جدایی در جریان لایه ای اطراف استوانهزتشکیل گرداب ثابت پس ا: 10- 5شکل 

  
  

بنابراین . نقطه سکون، طبق تعریف نقطه ای است که در آن سرعت جریان غیر چرخشی، صفر است
  .در موارد فوق نقطه سکون وجود ندارد

  



 ٨٦                                                                                       )  هیدروآئرودینامیک کاربردی(جریان سیال تراکم ناپذیر   

 

به جز در منطقه پـشت  . پدیده تکثیر گردابه های متناوب مشاهده می شود         با افزایش بیشتر رینولدز    )4
  .جسم و در لایه ای نزدیک جدار در بقیه قسمت ها می توان جریان را غیر چرخشی در نظر گرفت

  
  ) خیابان ورتکس(پدیده تکثیر گردابه های متناوب در پشت استوانه : 11- 5شکل 

   
در لایه نازک نزدیک جدار و تمام پـشت جـسم           .  افزایش بیشتر رینولدز جدایش ایجاد می گردد        با )5

  .جریان چرخشی است و بقیه قسمت ها غیر چرخشی است

  
  ایجاد منطقه برخاستگی جریان در پشت استوانه: 12- 5شکل 

  
لایـه نـازکی در       در بـه جـز   .  لایه مرزی نزدیک جدار مغشوش می گردد       ، با افزایش بیشتر رینولدز    )6

  . غیر چرخشی است جریانشبیهی از پشت جسم، بقیه جریان، و قسمت کوچک جلوی جسم

  
  لایه مرزی مغشوش اطراف استوانه: 13- 5شکل 
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   استوانه متحرک در سیال ساکنالگوی جریان  -6- 5
 ،ائمـی در حالت الگـوی غیـر د      . ند و سیال حرکت می کرد     بود استوانه ثابت     و  ناظر  گذشته  در الگوی 
.  حرکـت مـی کنـد    در سیال ساکنیبا سرعت ثابتمشاهده می کند که     را    متحرکی  استوانه ،ناظر ثابت 
 ،اسـتوانه  به غیـر از قـسمت داخـل     این الگو.خواهد بود) 14-5(شکل مطابق  الگوی جریان     بنابراین

شبیه یک دوبلت است     







+

=−= 22

sin
yx

y

r

λθλψ   سرعت سیال در هر نقطه ای بـه فاصـله         و r  از 
  :مرکز سیلندر در هر لحظه برابر است با

22
θVVV r +=  

  


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rdr
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d
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θλψ

θλ
θ
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  :خواهیم داشت) 39-5(در ) 40-5(با جایگذاری 

2r
V

λ=  
  : باخواهد بود بزرگی سرعت در هر نقطه جریان برابر Ua2=λبا قرار دادن 

U
r

a
V

2

2

=  

  
  استوانه متحرک در سیال ساکن: 14- 5شکل

  
لازم رسـد، نیرویـی      می   )U (می کند و به سرعت ثابت     وقتی جسم از حالت سکون در سیال حرکت         

در هر لحظه مقدار کـل       . که به جسم و سیال اطراف شتاب دهد، و آن را به حالت نهایی برساند               است
  :ابر است باانرژی جنبشی سیال در اطراف سیلندر بر
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∫
∞

=
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dMVT 2

2

1  
  :ی رسد برابر است با مV پس برای واحد طول استوانه مقدار انرژی جنبشی سیال وقتی سرعت به
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1 πρπρρπρπ  

      :در نتیجه
                       222 '

2

1

2

1
UMUaT == ρπ  

  :که در آن
2' aM fπρ=  

  :سیال، برای واحد طول سیال داریم جسم و  جنبشیاست با انرژیانرژی سینتیک کل برابر 
  ( ) ( ) 222

2

1
'

2

1
UaUMMT bf πρρ +=+=  

 شتاب دادن یا کند کردن برای. می باشد) استوانه( چگالی جسم bρ چگالی سیال وfρدر این روابط 
نیروی اضافی لازم برای .  هم به سیال شتاب بدهد نیرویی لازم است که هم به استوانه و،استوانه
 سیال برابر  دادن بهشتاب

dt

du
MF نیروی کل برای شتاب برابر است با . است=''

dt

du
MMF )'( )'(که =+ MM  برابر جرم سیال هم حجم استوانه M'. می نامند  را جرم موثر+

  . را جرم افزوده می نامندM'مقدار   . است جرم استوانهMو
  

  ستوانه با سیرکولاسیون اجریان اطراف  -7- 5

 جریان اطراف استوانه بـا سیرکولاسـیون را ایجـاد    ،ترکیب جریان اطراف استوانه و یک ورتکس منفی       
ما ابتدا حالت ساده    .  را تعریف می کند    آ پیدایش نیروی بر   ،سامتئوری سیرکولاسیون حول اج   . می کند 

. مطالعـه مـی کنـیم       برای تجزیه و تحلیل آیروفویل می باشد       آغازیسیرکولاسیون حول استوانه را که      
 با اضافه کردن ورتکـس آزاد در جهـت          a به شعاع    استوانهالگوی جریان از چپ به راست حول یک         

  ):2Ua=λبا فرض( بع زیر مشخص می شودعقربه های ساعت به وسیله توا
r

k

r
Ur ln

2

sin
sin
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θλθψ +−=  

r
k

r

a
rU ln

2
sin

2

π
θψ +








−=  

arدر   aداریم   =
k

ln
2π

ψ ar مقدار ثابتی است و یـک خـط جریـان اسـت، پـس دایـره               که   = =     
 .جدار جامد باشد رویخط جریان می تواند 
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   شماتیک جریان اطراف استوانه با سیرکولاسیون: 15- 5شکل 

 
 سـرعت در یـک طـرف        ،در اثر سیر کولاسیون   .  است  جریان نشان داده شده    الگوی )15-5(در شکل   

 ، از رابطه برنولی نتیجه می شود که فشار در طرف سرعت کم،زیاد شده و در طرف دیگر کم می شود   
ی ی، نیرواستوانه روی  زیر وپس در اثر اختلاف فشار .رعت زیاد، کمتر خواهد بودبیشتر و در طرف س

ی بـرآ     نیـرو  کـه وارد می شـود      استوانه   ر ب  به طرف بالا    مثلاً در شکل فوق،    ، جریان بهدر امتداد عمود    
 نیـروی بـرآ    به جسم وارد می شـود را  عمود بر امتداد جریان که ی ینیروطبق تعریف . نامیده می شود  

  .نامندمی 
 . پیـدا کنـیم  اسـتوانه  باید توزیع سرعت و در نتیجه توزیع فشار را روی  برای محاسبه نیروی برآ ابتدا      

بنابراین سرعت در روی استوانه همه جـا         ). rV=0 ( صفر است  r در امتداد     در روی استوانه   سرعت
θθ : در نتیجهبر جدار مماس است، VV
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   برابر است باΓسیرکولاسیون

                      krdVdsV −===Γ ∫ ∫
π

θ θ
2

0

..  

)(مقدار سرعت در هر نقطه روی استوانه ar   :برابر است با =

a

k
UVV ar π

θ
2

sin2 −−== =  
  :پس  V=0روی استوانه در نقطه سکون داریم
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π
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4
sin −=  
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) بیشتر از یا  مساوی و  یا  کمتر، Kاگر   )πUa4 باشد θ   ،می تواند به ترتیب دو جواب داشـته باشـد 
 مکن است  م ،راین در روی استوانه   بنابیا این که فقط یک جواب داشته باشد و یا جوابی نداشته باشد،              

در حالــت   وجــود داشــته باشــدن نقطــه ســکوصــفر  نقطــه ســکون، ویــایــا یــک  نقطــه ســکون،دو
1sin1 <<− θ ــو و عقــب ــارن هــستند، دو نقطــه ســکون در جل ــتدر . متق 0sin حال =θ ــدار  مق

1sinاگر . استسیرکولاسیون نیز صفر  ±=θ   در حالـت    باشد فقط یک نقطـه سـکون وجـود دارد و
1sin >θ 1 یاsin −<θَنقطه سکونی وجود ندارد در روی استوانه اصلا . 

 
   جریان غیر چرخشی حول یک استوانه با سیرکولاسیون تعداد نقاط سکون در:16- 5شکل 

 
  : خواهیم داشترابطه برنولیاز 
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  :)P∞=0یعنی  ( را فشار نسبی بگیریمPاگر 
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  ترسیم کامپیوتری جریان غیرچرخشی حول استوانه با سیرکولاسیون :17- 5شکل 

  1)دراگ(  پسانیروی -
  : است که از جریان به جسم وارد می شود در امتداد جریان سیالیی نیرو
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 1)لیفت (آبرنیروی  -

  .می باشدجریان نیروی وارد بر جسم در امتداد عمود بر جهت 

∫==
π

θθ
2

0

sin dPaYFLift  

  : داریم در رابطه نیروی برآ، فشار روی استوانهرابطه مقداربا قرار دادن 
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  :و چون
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  :در نتیجه
( ) Γ=−=
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
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==Γ ،برای واحد طول سیلندر داریمبنابراین  UYFL ρ. که به اثر )بالا برنده ( برآاین نیروی 
 بستگی ندارد و می توان نشان داد که نیرو تابع شکل جسم استوانه معروف است، به اندازه 2ماگنوس
فوق وارد می شود  نیروی لیفتباشد  Γ هر جسمی که سیرکولاسیون  اطراف آنه بیعنی. نمی باشد

 تابعی از شکل و وضعیت و اندازه جسم خواهد Γالبته در جریان سیال حقیقی مقدار سیرکولاسیون(
 اثر لزجت و جدایی باعث یال حقیقی در س ولینیروی پسا صفر است) 56-5(طبق رابطه . )بود

را نیروی به جسم وارد می شود  امتداد جریان در  کهیینیروطبق تعریف  .می شود) پسا(نیروی مقاوم 
  .دنامن می پسا

.  ایجاد نموداستوانه می توان یک جریان دایره ای حول استوانهدر سیال حقیقی با به دوران در آوردن 
ن دید که نیروی برآ س خواهیم داشت و در این جریان می توا با ورتکاستوانهدر نتیجه جریان اطراف 

 و یا اگر ، این موضوع در حرکت توپ وقتی دوران داشته باشد مشاهده می شود.ایجاد می شود
 نیروی برآ به آن وارد می شود و از این موضوع می ،در معرض جریان قرار گیرددوار  استوانه ای

  .ر آوردن کشتی در اثر وزش باد استفاده کرد به حرکت دمثال برای  به عنوانتوان
      : را به ترتیب زیر تعریف می کنندLCضریب نیروی برآ 

                                                
1 Lift 
2 Magnus 

)۵-۵٧( 

)۵-۵٩( 

)۵-۵٨( 

)۵-۶٠( 
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AUCY L
2

2

1 ρ=  
     با طول واحداستوانهبرای  . جهت جریان استدر امتدادتصویر جسم روی صفحه ای   Aکه 
DA   :داریم و   است1=×

DUCY
L

2

2

1 ρ=  
  :که چون

Γ= UY ρ  
  :پس

UDDU

Y
CL

2
1

2
1 2

Γ==
ρ

  

  
 سـت کـه  ا دلیل این موضوع این ، ضریب نیروی برآ از مقدار فوق کمتر است، مقدار در جریان حقیقی  
  حالت جریان غیر چرخـشی      در جریان حقیقی، نسبت به     شکل جریان و توزیع فشار    به علت جدایی،    

 را نشان مـی دهـد        اطراف استوانه با سیرکولاسیون    یقی جریان حق  جدایی )18-5(شکل   .تغییر می کند  
  .که در آن لایه مرزی با خط چین نمایش داده شده است

  
   استوانه با سیرکولاسیوناطراف حقیقیجریان  :18- 5شکل 

)۵-۶۴( 

)۵-۶٣( 

)۵-۶٢( 

)۵-۶١( 



 ٩٣/  ترکیب جریان های ساده  - پنجم  فصل

  تمرین های فصل پنجم

زیمم سـرعت در جـداره در       مـاک در جریان پتانسیل اطراف نیم بدنه نـشان دهیـد،            -5-1

 . می باشدU26.1 و مقدار آن o3.113≈θزاویه ای حدود 

اگر .  در عمق دو متری آب ساکن حرکت می کند         Vاستوانه ای بسیار طولانی با سرعت        -5-2

 سرعت   -الف
s

m
V  - باشد و ب   =10

s

m
V  باشد، در دو حالت جریان ایـده آل و          =40

 .جریان حقیقی کمترین فشار روی استوانه را پیدا کنید

، وقتی جریان در امتـداد قطـر        در جریان غیر چرخشی اطراف یک استوانه با مقطع بیضی          -5-3

 تابع جریـان بـه صـورت         بیضی باشد، بزرگ  







−
−= −

22
1 sin2

tan
2

sin
ar

arQ
Ur

θ
π

θψ   یـا 









−+

−= −
222

1 2
tan

2 ayx

ayQ
Uy

π
ψ محل نقاط سکون و خط جریانی که        -الف. است 

 رابطه ای برای ضریب فشار بدون       -ب. را بیابید ) معادله بیضی (از نقطه سکون می گذرد      

بعد  
2

2

1
∞

∞−

U

PP

ρ
 اگـر   -ج.  رسم کنیـد   θ پیدا کنید و شکل تقریبی توزیع فشار را بر حسب            

داشـته باشـیم، لایـه مـرزی را بـه           اف  بدنه بیـضی شـکل        جریان حقیقی هوا یا آب، اطر     

صورت تقریبی با خط چین نشان دهید و شکل تقریبـی توزیـع سـرعت را در دو مقطـع         

 .لایه مرزی رسم کنید

در مسئله قبل، در صورتی که جریان با جسم زاویه حملـه داشـته باشـد، شـکل خطـوط              -5-4

 نقـاط مـاکزیمم سـرعت را    جریان را به طور تقریب رسم کنید و محـل نقـاط سـکون و          

حال اگر فرض کنیم حول این جسم، آب یا هوا با سـرعت              . مشخص کنید 
s

m
 جریـان   2
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 باشد، برای واحـد طـول       m1.0 و قطر کوچک آن      m2داشته باشد و قطر بزرگ  بیضی        

 .، فشاری و کل)پوسته ای( یاصطکاک ی پسایا مطلوب است محاسبه نیروهجسم،

s

m

m

kg
airair

2
5

3
105.1,2.1 −×== υρ 

s

m

m

kg
waterwater

2
6

3
10,1000 −== υρ  

1.0,0025.0,003.0 ==== −−−− airDwaterDairfwaterf CCCC  
 

یکدیگر و جریان یکنواخـت مطـابق شـکل           جهت  در خلاف   آزاد   با ترکیب دو ورتکس    -5-5

نشان دهید  . زیر، خانواده ای از بیضی های کشیده موسوم به بیضی کلوین بدست می آید             

جریان این مجموعه    تابع  
22

22

)(

)(
ln

2

1

ayx

ayx
kyU

−+
++−= ∞ψ        می باشد و تابع پتانـسیل را 

 برای مقادیر مختلف     .بدست آورید 
aU

k

∞

 خطوط جریان را به وسیله کامپیوتر رسم کنید         

 درجـه جـرخش بـه بیـضی     90و با مقایسه مشخص کنید در چه شرایطی شکل جسم با            

 رانکین نزدیک می شود؟

  
 5-5مربوط به تمرین  :18- 5شکل 



 ٩٥/  ترکیب جریان های ساده  - پنجم  فصل

اطراف استوانه را رسم کنید و نقاط سکون و نقـاط           ) غیر چرخشی (شکل جریان ایده آل      -5-6

در حالت جریان حقیقی اطراف یک استوانه، شکل        . دارای ماکزیمم سرعت را نشان دهید     

چند خط جریان و در صورت وجود لایه مرزی یا جدایی، شکل تقریبـی لایـه مـرزی و                   

، 1500ریان در منطقه برخاستگی را برای جریان هوا در رینولدزهای حدود            جنوع رژیم   

 در حالـت جریـان آب، اطـراف اسـتوانه           سبه نشان دهید  ا با مح  . ترسیم کنید  610 و   510

 وقتی سـرعت جریـان در بینهایـت          610 و   510برای رینولدزهای     
s

m
 P∞ و فـشار     15

 ضـریب   Co20برای آب با دمای حـدود        ( چه اتفاقی می افتد؟    اتمسفر است حدود یک   

لزجت و فشار بخار اشباع به ترتیب 
s

m2
610−=υ و KPaPv  ) می باشد=34.2

ترکیب یک جریان آزاد با سرعت        -5-7
s

m
بلـت بـه قـدرت       و، یـک د   10

s

m3

40=λ    و یـک 

ورتکس غیر چرخشی بـا سیرکولاسـیون     
s

m2

200=Γکـه تـشکیل جریـان ایـده آل      را 

 تعیـین نقـاط     مطلـوب اسـت   .  در نظـر بگیریـد     اطراف استوانه با سیرکولاسیون می دهـد      

 و فـشار روی سـطح       تسکون، همچنین محل نقاط و مقـدار مـاکزیمم و مینـیمم سـرع             

 .  فشار نسبی، صفر بوده و جریان یکنواخت وجود داشته باشدx→∞−سیلندر اگر در 

توضیح دهید اگر جریان حقیقی هوا اطراف استوانه با سیرکولاسیون وجود داشـته باشـد،               -5-8

  وجـود  خواهـد داشـت؟ در صـورت        در مـسئله قبـل     ی با جریان سیال ایده آل     چه تفاوت 

 با حالت جریان هوا چه تفاوتی پیش خواهد         جریان آب، اطراف استوانه با سیرکولاسیون     

 آمد؟



 ٩٦                                                                                       )  هیدروآئرودینامیک کاربردی(جریان سیال تراکم ناپذیر   

 

 مطابق شکل زیر روی یـک سـطح افقـی قـرار گرفتـه          a2 به قطر     استوانه طویل  یک نیم  -5-9

 را مـی تـوان   هـوا فرض می کنیم جریان . پ به راست می گذرداست و جریان هوا از چ     

 بخـواهیم   Aاگـر در نقطـه      . فـرض کـرد   ) غیـر چرخـشی   (معادل جریان سیال ایـده آل       

 برابر فـشار خـارج در آن نقطـه باشـد      استوانه داخل نیمiPسوراخی ایجاد کنیم تا فشار    

 وارد بـر     نیـروی  ، برآیند جا باید باشد تا بر اساس تئوری بدون لزجت        محل این سوراخ ک   

 یعنی برآیند نیروی ناشی از توزیع فشار بر واحـد طـول در روی                صفر شود؟   استوانه نیم

 . داخل آن برابر گرددiPنیم استوانه با نیروی ناشی از فشار 

  
  9- 5مربوط به تمرین: 19- 5شکل 

ل زیر ضریب دراگ در استوانه و کره با سـطوح صـیقلی را بـر حـسب عـدد                نمودار شک  -5-10

 5-5 در بخـش     جریان حقیقی اطراف اسـتوانه     با توجه به مبحث   . رینولدز نشان می دهد   

 .مطابق منحنی خط چین را توضیح دهیددلایل تغییرات ضریب درگ در روی استوانه 

 
  10- 5مربوط به تمرین: 20- 5شکل 

 
 



 ٩٧/  ترکیب جریان های ساده  - پنجم  فصل

برای جریانی که ترکیبی از     ) ψ=0خط جریان میانی    ( کار بردن شکلی     پایه یک پل با به     -5-11

 به دست می آید     x در جهت منفی محور      U و جریان یکنواخت     Qیک چشمه به شدت     

 .طرح شده است

  
  11- 5مربوط به تمرین: 21- 5شکل 

 
شته باشد تغییـرات فـشار       به طرف پایه دا    U نشان دهید در صورتی که جریان رودخانه سرعت          -الف

  .در روی محیط پایه از رابطه زیر به دست می آید





 −= 22 )

sin
(

2sin
2/1

θ
θ

θ
θρUP  

 و زوایای    ψ=0چه سطح مقطع پل به خط سیالی         چنان -ب
4

3πθ  و  ABC محـدود باشـد ابعـاد        =
BD ــورتی کـــه ــبه کنیـــد، در صـ sec./20  نـــشان داده شـــده در شـــکل را محاسـ 3 mmQ  و =
sec/120mU   . باشد=
   توضیح دهید در چه سرعتی از جریان، امکان کاویتاسیون روی پایه پل وجود دارد؟-ج
  

 دور در دقیقه در جریـان یکنواخـت         480 با سرعت دورانی     m61.0یک سیلندر با قطر      -5-12

هوا با سرعت    
s

m
 سـیلندر را  m10محاسبه کنید نیروی برآ وارد بر طـول     .  می چرخد  15

اگر جرم مخصوص هوا 
3

225.1
m

kgباشد . 
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 که سطح دشت به شکل نیم بدنه دو بعدی ارتفاع مـی گیـرد                طویل در شکل زیر یک تپه     -5-13

θψیکنواخـت افقـی   اگر تابع جریان . نشان داده شده است   sin1 Ur±=   و تـابع جریـان 

θψچشمه یا چاه  m±=2 باشد و جریان هوا با سرعت U±،در حال وزیدن باشد  

 

  
  13- 5مربوط به تمرین: 22- 5شکل 

 

 بـه راسـت     فرض کرد و جهت جریان از چپ      ) غیر چرخشی ( اگر جریان را بتوان پتانسیل       -الف

را ) تپه(باشد، تابع جریان و تابع پتانسیل این جریان و معادله مشخص کننده خط جریان نیم بدنه                 

به دست آورید و به صورت ترسیمی با ترکیب جریان موازی و چشمه، چند نقطـه از یـک خـط                     

 دو خط جریان قبـل از تپـه و روی آن را رسـم کنیـد و توزیـع              .جریان نیم بدنه را مشخص کنید     

  .تقریبی فشار روی تپه را مشخص نمایید

 اگر جریان حقیقی باد را در نظر بگیریم و اثرات لزجت هوا را منظور کنـیم، در ایـن حالـت                      -ب

شکل دو خط جریان قبل از تپه و روی آنرا رسم کنید و توزیع سـرعت و فـشار و توزیـع تـنش                        

ف این حالت و حالت قبل      برشی را در چند منطقه روی سطح تپه مشخص کنید و در مورد اختلا             

  می تواند مدل خوبی برای این جریان باشد؟) الف(آیا حالت . توضیح دهید

  



 ٩٩/  ترکیب جریان های ساده  - پنجم  فصل

نی از طـرف تپـه بـه        ع جریان هوا از راست به چپ ی        در شکل مسئله قبل،    رتی که ودر ص  -5-14

دشت باشد، در این حالت تابع جریان برای به دست آوردن شکل تپـه از ترکیـب کـدام                    

، و توزیع فشار و توزیع تنش برشی و شـکل  د؟ چند خط جریان جریانها به دست می آی   

وضیح دهید که آیا مدل جریـان پتانـسیل          ت . در این حالت رسم کنید      را تقریبی لایه مرزی  

  ؟ یا نهمی تواند مدل خوبی برای این جریان حقیقی باشد

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  



 

 

  
  

  

  

  

  مششفصل 

  کسمقدمه ای بر جریان سیال حقیقی و معادلات ناویر استو
  

  سیال نیروهای وارد بر المان بررسیمعادله حرکت و  -1- 6
 ،حجم کنترلیک  ء المان جزبرای  خطی کاربرد رابطه مقدار حرکت    در فصول قبل مشاهده نمودیم که     

 رابطـه بـرای     این . منجر به رابطه قانون دوم نیوتن برای جرم داخل حجم کنترل می شود             در هر لحظه  
  :به صورت زیر می باشد ،mδ سیستم به جرم  جزءالمان

( )
Dt

mVD
F

δδ
r

r
=  

Fکه  
r

δ     برآیند تمام نیروهایی است که روی mδبا کاربرد روش سیستم .  اثر می کنندmδ را می توان 
  : داریمفرض کرد، بنابراینثابت 

Dt

VD
mF

r
r

δδ =  

 که
Dt

VD
r

a یا  شتاب المان
rپس، می باشد :  

→
= amF δδ

r  
zyxبرای المان حجم  δδδδ  مقدار حرکت معادله نیز می توان نشان داد که  به عنوان حجم کنترل∀=

  : ابطه بین المان جرم و المان حجم نتیجه می شود و از رفوق منجر می گرددرابطه خطی به 
→→

∀== aamF δρδδ
r  )۶-٣( 

)۶-٢( 

)۶-١( 



 ١٠١ /ستوکسمقدمه ای بر جریان سیال حقیقی و معادلات ناویر ا -فصل ششم  

  سیالی وارد بر المان ها نیروانواع -2- 6
 وارد ءی المان جزکه بر سطح خارج 1 نیروی سطحی:به طور کلی دو نوع نیرو را باید در نظر گرفت

نیروی سطحی را  .های برشیتنش  ناشی از  و همچنین نیروهایفشار  ناشی ازمثل نیرویمی شود 
 به تمام ذرات که 3)بدنی ( نیروی حجمی. در نظر گرفت2به عنوان نیروهای خارجیمی توان جزء 

نیروی .  الکترواستاتیک و الکترو مغناطیسو همچنین نیروهایمثل نیروهای ثقل  ،المان وارد می شود
 اغلب فقط نیروی بدنی ثقل سیالات، در نظر گرفت، در 4داخلی نیروهای ءرا می توان جزبدنی 

  :موجود است) وزن(
gmFb .δδ =  

−∀نیروهای ثقل به صـورت   بگیریم    را مثبت  و اگر جهت قائم به طرف بالا      
→

dgρ   مـی شـوند کـه →
g  

dzdydxd و بردار شتاب ثقل   .استالمان حجم  ∀=
dzdydxggmF b

→→→
−=−= ρδδ  

  :بنابراین
∀−=

→→
dgFb ρδ  

  
  :نیروی ثقل عبارتند ازو مولفه های 

 xx mgF δδ =   
yy mgF δδ =  
zz mgF δδ =  

xyzکه   ggوg  نیروی ثقل بر واحد حجـم،      . می باشند  z و   x ، y مولفه های شتاب ثقل در جهات        ,
→ صورت     به

= gfb ρ    در برای واحـد حجـم       حجمی معمولا مولفه های نیروی      .  نشان داده می شود
  : پس،نیز نشان می دهند  Z وX ، Y   با به ترتیبرا z و x ، yجهات 

∧∧∧→∧∧∧→

++==++= kgjgiggkZjYiXf zyxb ρρρρ  
  

  کـه دیـدیم ،  د دار نرخ کرنش سیال که آن هم رابطه با    دارد  تنش روی سطح   نیروی سطحی بستگی به   
 سرعت ایجاد می شود و این سیستم نیروها بـا وضـع تـنش هـا مـشخص                   تغییراتاین نرخ کرنش با     

                                                
1  Surface force 
2  External force 
3  Body force 
4  Internal force 

)۶-٨( 

)۶-٩( 

)۶-٧( 

)۶-۶( 

)۶-۵( 

)۶-۴( 
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 ،در هـر نقطـه از سـیال      . نیروی سطحی در نتیجه عمل متقابل محیط بر المان وارد مـی شـود             . شود  می
  .  نشان می دهیمsFδ با داردسطح اختیاری قرار یک که در را  Aδ ءنیروی وارد بر مساحت جز

  

  
  نیروهای وارد بر یک المان سیال :1- 6شکل 

  
 در  nFδمی توان آن را بـه دو مولفـه          مطابق شکل     و  نسبت به سطح مورب است     sFδدر حالت کلی    

 بـا سـطح     )مماس ( البته مولفه موازی   . با سطح تقسیم کرد    )مماس (موازی tFδوامتداد عمود بر سطح     
دو مولفه به  می توان   نیز  را  

1t
Fδ و 

2t
Fδ ایـن   بـر . تقسیم کـرد 2 و 1 موازی با دو محور عمود بر هم 

 مولفه نیروی هساساس 
1t

Fδ و 
2t

Fδ و nFδو  2 و 1 محور عمود بـر هـم    به ترتیب در امتداد سه n 
 که   ،می باشند 

1t
Fδ   و 

2t
Fδ     در امتداد سطح  عمود به یکدیگرAδ وnFδ  عمود بر سطح مذکور خواهـد 

  .بود
 مولفـه     سـه   به ،sfهای سطحی بر واحد حجم      نیرو تزینتم مختصات کار  در سیس 

xsf   و 
ysf   و  

zsf 
  :دتجزیه می شون

∧∧∧→
++= kfjfiff zyx

ssss  
  :ون نیوتن به صورت زیر است طبق قان، در واحد حجمحجمی و سطحیی  برآیند نیروهابدین ترتیب

Dt

DV
fff sb ρ=+=  

  متناسـب بـا   روی سـطح، د و شدت نیرو در هر نقطـه    می باش   در آن سطح   نیروی سطحی در اثر تنش    
  به صورتAδ بر سطح  به طور کلی تنش .تنش در آن نقطه می باشد     

A

F

A δ
δτ

δ 0
lim
→

 ،تعریف می شود =
 1 یکی عمود بر صفحه که تنش عمـودی        ؛ هر نقطه سه مولفه تنش وارد می شود        برصفحه و   که در هر    

 ه صورت ب  بوده وAδوارد بر صفحه    
A

Fn
n

A δ
δσ

δ 0
lim
→

 بـا  کـه  2 دو تـنش برشـی  و تعریف می شـود  =
  :دنروابط زیر تعریف می شو

                                                
1  Normal stress 
2  Shear stress 

)۶-١١( 

)۶-١٠( 
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A

F

A δ
δτ

δ

1
1

0
lim
→

=  

A

F

A δ
δτ

δ

2
2

0
lim
→

=  
اگـر  .  اسـتفاده مـی کنـیم   τ و برای تنش برشـی از علامـت       σبرای تنش عمودی از علامت      معمولاَ  

را در یـک    سـطح   کـه    معمولا ساده تر اسـت       ،وضعیت سطح مشخص باشد به منظور تجزیه و تحلیل        
   xمحـور    عمـود بـر   کـه     ABCD در صفحه    )2-6(  مطابق شکل  مثلاَ. سیستم مختصات بررسی کنیم   

 بـرای اینکـه بـه    . نشان داده شـده انـد  xzτ و xyτو تنش های برشی با  xxσمی باشد تنش عمودی با   
 کـه    مـشخص مـی کنـیم      زیرنـویس آسانی بتوان هر مولفه خاص تنش را تـشخیص داد، آن را بـا دو                

 زیرنویس  اول امتداد عمود بر صفحه ای را که تنش بر آن وارد می شود مشخص می کند و                  زیرنویس
 دارنـد ولـی     ی های یکسان  زیرنویسپس تنش های عمودی     . دوم امتداد مولفه تنش را معلوم می سازد       

تنش های وارد بر سطح در صـورتی مثبـت هـستند کـه      . متفاوت دارند  زیرنویستنش های برشی دو     
هـر    تنش، هر دو یا در جهت مثبت محورهای مختصات باشند و یـا               سطح و بردار مولفه   نرمال  ردار  ب

  در شکلتمام تنش های نشان داده شده به عنوان مثال     . دو در جهت منفی محورهای مختصات باشند      
  .مثبت می باشند) 6-2(
  

  
  x-yتنش های وارد بر صفحه موازی صفحه  :2- 6شکل 

  
 

تاکید کنیم که وضعیت تنش در یک نقطه از یک ماده را نمی توان فقط با سـه مولفـه                    در اینجا باید    
 نقطه در صفحه بستگی بـه طـرز قـرار           هر بردار تنش    زیرا. بردار تنش در روی یک صفحه معلوم کرد       

 دارد که از آن نقطه می گذرد و می تـوان تعـداد بـی شـماری صـفحه از هـر نقطـه           ای گرفتن صفحه 

)۶-١٣( 

)۶-١٢( 
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 که با آن سر و       همگنی  که غالب سیالات   1همسانگردمی توان نشان داد که برای سیال        اگر چه   . گذراند
)  رابطه تنش ها با نرخ کرنش در همه جهات یکسان است     در آن  سیالی که ( می باشند     چنین کار داریم 

         سـه صـفحه عمـود بـر هـم کـه  از نقطـه        مـی تـوان روی    راتنش های عمودی و برشی در هر نقطه  
  وارد بر سه صفحه عمود بر هـم        های در هر نقطه با تنش    وضعیت تنش   پس  . مشخص کرد  ،می گذرد 

  .  مشخص می شودy-z و x-zو  x-y  با سه صفحهموازی x و yو z  مثلا صفحاتدر آن نقطه،

  
   نقطه در سیال  یکتنش های وارد بر )ب( المان، یکسطوح تنش های وارد بر )الف( :3- 6شکل 

  
 و  )تنش عمـودی   (بر صفحه  ودم یکی ع  ،هر صفحه سه مولفه تنش وارد می شود         روی در هر نقطه بر   

 چون در هر نقطه برای مشخص کردن وضع تنش بایـد تـنش وارد            .)برشیتنش  (دو تا موازی صفحه     
 مولفه تنش در هر نقطه معرف وضعیت تـنش آن           نه پس   ،بر سه صفحه عمود بر هم را در نظر بگیریم         

تانسور درجـه   (می دانیم که کمیت اسکالر      . ه مولفه مشخص می شود    نا  کمیت تنش ب   ونقطه می باشد    
130با ) صفر 331 با )یکتانسور درجه ( مقدار و کمیت برداری =  مقدار معلوم می شود و تانسور =

932درجه دو با      تانسور درجه دو است که معمـولاَ  نوعاز  کمیتی   مقدار معلوم می شود پس تنش،        =
  .ن تانسور اتلاق می کنندبدا  اختصاربه

  : به صورت ماتریسی زیر نشان داد، می توانتانسور تنش را که ماتریس تنش نیز می گویند
  

















==

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ijij

σττ
τστ
ττσ

τσ  

                                                
1 Isotropic 

)۶-١۴( 
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   وارد بر یک المان سیالتنش های -6-3 
dzdydxdب مستطیل به حجم عیک المان مک   مطابق شکلدر یک لحظه از تمام سیال اطرافرا  ∀=

),,( می گیریم که یک گوشه پائینی آن در نقطه           در نظر ) 6-4( zyxO  نیرو از نقطه ای  بـه        .قرار دارد 
در . نقطه دیگر تغییر می کند و تغییرات نیرو را در امتداد محورها در مرکز سطح در نظـر مـی گیـریم                     

  . نشان داده شده اندxط نیروهای وارد بر سطوح عمود بر محور اینجا فق

  
  یک المان مکعب مستطیل سیال :4- 6شکل 

  

المان کوچـک مکعـب شـکل سـیال، حاصلـضرب           ی سطحی وارد بر     هانیروبه جای   ) 5-6(در شکل   
 تنش از هر نقطـه بـه نقطـه دیگـر    . داده شده استنشان  ،دن وارد می شوها آنی که بر سطوحدر هاتنش

در ) در مرکـز سـطح    (محور برای تنش روی سـطوح       هر   را در امتداد     ها تغییرات تنش  کهتغییر می کند    
نشان داده شـده      x در امتداد    برای سادگی و شلوغ نشدن در شکل فقط نیروهای وارد         . نظر می گیریم  

  .است

  
   بر المان کوچک مکعب مستطیل سیالxاعمال شده در راستای نیروهای سطحی  :5- 6شکل 
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 xبا جمع کردن تمـام نیروهـا در امتـداد           . می شود  حاصلضرب تنش متوسط در مساحت برابر با نیرو       
  :داریم

zyx
zyx

F xzxyxx
sx δδδττσδ 








∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂=  

  :و به همین ترتیب نیروی برآیند در جهات دیگر را می توان به دست آورد

 zyx
zyx

F yzyyyx
sy δδδ

τστ
δ 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

zyx
zyx

F zzzyzx
sz δδδσττδ 








∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂=  

   : می شودsFδر المان نیروی کل سطحی وارد ب
∧∧∧→

++= kFjFiFF szsysxs δδδδ  
bsبه صورت نیروی کل وارد بر المان    FFF δδδ  برابـر بـا   δ∀است و نیروی کل بر واحد حجم  =+

sb ff
F

f δδ
δ
δδ +=
∀

=
r خواهد بود.  

  

  معادله حرکت -4- 6
  : داریمرای نیروهای سطحی  بz  وy و x در جهات از روابط مقدار حرکت خطی

  















==

==

==

⇒=

Dt

Dw
mamF

Dt

Dv
mamF

Dt

Du
mamF

amF

zsz

ysy

xsx

s

δδδ

δδδ

δδδ

δδ  

  : به صورت زیر است)بدنی (یو نیروهای حجم
  









=

=
=

⇒=

zbz

yby

xbx

b

mgF

mgF

mgF

gmF

δδ
δδ
δδ

δ
_  

  

)۶-١٨( 

)۶-١٧( 

)۶-١۶( 

)۶-١۵( 

)۶-١٩( 

)۶-٢٠( 
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 بـر واحـد حجـم       و نیروهای سطحی   )bfδ( یا بدنی بر واحد حجم     یند نیروهای حجمی  آبا توجه به بر   
)sfδ( معادله حرکت در جهات مختلف به صورت زیر است، حرکتاندازه و با توجه به روابط :  
  









∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂+

z

u
w

y

u
v

x

u
u

t

u

zyx
g xzxyxx

x ρττσρ  









∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
z

v
w

y

v
v

x

v
u

t

v

zyx
g zyyyyx

y ρ
τστ

ρ  









∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂+

z

w
w

y

w
v

x

w
u

t

w

zyx
g zzyzxz

z ρσττρ  
  

ــیم      ــدا کن ــودی ج ــای عم ــنش ه ــامیکی را از ت ــشار ترمودین ــر ف ــسیماگ pxxxx و بنوی −=τσ و 
pyyyy −=τσ و pzzzz −=τσمی شود نتیجه :  

dt

du

zyx
g

x

p xzxyxx
x ρτττρ =








∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂++

∂
∂−  

dt

dv

zyx
g

y

p yzyyyx
y ρ

τττ
ρ =








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂−  

dt

dw

zyx
g

z

p zzzyzx
z ρτττρ =








∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂++

∂
∂−  

 اگر چه قبل از این که بتوانیم از آنها برای حل مسائل خاصـی               ،ند هست  پیوسته صادق   حرکت معادلات
در غیـر ایـن صـورت تمـام          ابطه با تنش ها به دست آوریـم؛       در ر استفاده کنیم باید اطلاعات دیگری      

ها و جرم مخصوص و مولفه های سرعت را به صورت مجهول خواهیم داشت و تعداد معـادلات                  تنش
)].([، نه تـرم قـسمت شـتاب جابجـایی         در جامدات . کمتر از تعداد مجهولات می باشد      VV  سـمت   ∇

چرا  تعجب نباید کرد که      نشها فقط باکرنش رابطه دارند، لذا     و ت  صفر می شود     حرکتراست معادلات   
 چون می خواهیم حرکت پیچیده جریان سـیال را تجزیـه و          ،معادلات جریان سیال بسیار مشکل است     

  .تحلیل کنیم
  :داریمدر واحد جرم   شتاب جاذبه نیروی، برای برداررا جهت قائم در نظر بگیریم hاگر

)(gh−∇=g
r  

  : مولفه های نیروی وزن بر واحد جرم عبارتند از به طور کلیپس
( )

( )

( )
z

gh

y

gh
x

gh

z

y

x

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

g

g

g

  

)۶-٢١( 

)۶-٢٢( 

)۶-٢٣( 

)۶-٢۵( 

)۶-٢۴( 

)۶-٢٨( 

)۶-٢٩( 

)۶-٣٠( 

)۶-٢٧( 

)۶-٢۶( 
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  :ه استشدنوشته  زیر  ترم هایبه صورتکه  معادله حرکت در 

j

ij
i

ij

i
j

i

xx

p

x

V
V

t

V

∂
∂

++
∂
∂−=











∂
∂+

∂
∂ τ

ρρ g  

 کـه در ایـن   دیـدیم های برشی صفر مـی شـوند و     تمام تنش،در حالت خاص که سیال غیر لزج باشد 
zzyyxx :صورت تـنش هـای عمـودی از هـر جهـت برابرنـد              σσσ و مقـدار آنهـا برابـر فـشار          ،==

  .ترمودینامیکی در آن نقطه با علامت منفی است
pzzyyxx −=== σσσ  

  :روابط ناویر استوکس تبدیل به روابط اویلر می شودمعادله حرکت و و 

( ) 



 ∇+
∂
∂=∇−

→
VV

t

V
p .ρρ g  

  :انسور تنش یا ماتریس تنش برابر است با ت

















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

σττ
τστ
ττσ

τ  

    یـل  م صـفر     سـمت   المـان بـه     ابعاد از تعادل لنگرها برای هر المان می توان نشان داد که در حد وقتی             
ji وقتی   می کند در هر نقطه     jiij  باشد ≠ ττ  اگـر المـان     مـثلاَ .  باشد  تانسور تنش متقارن می    یعنی =

  : باشد&zω دوران داشته باشد و شتاب لحظه ای زاویه ای zω  ای با سرعت زاویه z حول محور

( ) ( ) ( ) ( ) 
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 −=
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.

dy
dzdx
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dxdz

dx
dzdy
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dzdxdI xyyxxyyzz ττττω&  

 وقتـی    المـان اسـت ،      ابعـاد  ومس توان    از ، تابعی  حجم ده و وب ابعاد المان    مپنجتابعی از توان     dIچون
 نــسبت بــه حجــم قابــل اغمــاض اســت و      dIکنــدمیــل صــفر ســمت  بــه ،ابعــاد المــان 

( ) ( ) 0
2

1

2

1 =



 −−− xyxyyxyxdzdydx ττττ  در نتیجه yxxy ττ اگـر روابـط را    و به همین ترتیـب  =

zxxzبنویسیم نتیجه می شود که       y و   xحول محورهای    ττ yzzy و = ττ  پس تانسور تـنش متقـارن   =
  .است

  معادلات حرکت در جریان سیال نیوتنی حقیقی تراکم ناپذیر -5- 6
 کـرنش در  نرخ می گوئیم که رابطه میان مولفه های تنش و      )ایزوتروپ(  همسانگرد زمانی به یک سیال   

 کـه   وقتی رابطه خطی باشد یعنی       این   م که تمام جهات یکسان باشد و زمانی به سیال نیوتنی می گوئی          
  . پیروی نمایداستوکسسیال از قانون اصطکاک 

)۶-٣٢( 

)۶-٣١( 
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)۶-٣٣( 
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  کـه   تمـام نیروهـا را      در معادله حرکـت،     و یم را مورد بررسی قرار داد      سیال یک المان ملاحظه شد که    
ــای ســطحی و حجمــی  ــد نیروه ــر واحــد حجــم برآین ــر ب ــ اســت در نظ ــه    ویمرفت گ ــا توجــه ب ب

pxxxxاینکه −=τσ و pyyyy −=τσ  و pzzzz −=τσاریم د:  
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اگـر  حال .  مولفه سرعت داریم3 تنش و  مولفه9در کل  و همان طور که مشاهده می گردد، سه معادله 
Pzzyyxx و   شود صفر می    ijτسیال غیر لزج باشد      −==== σσσσ  کـهP     فـشار هیدرواسـتاتیکی

در حالت کلی برای سیال حقیقی باید تنش ها را بر اساس مولفه های سرعت یا فشار پیـدا                    .می باشد 
 می بینیم که مـساله در       ،ماییم به مساله نگاه ن    دقیقحال اگر به طور     . د تا حل معادلات حاصل گردد     کر

اگر سیال  . محیط پیوسته به ارتباط تنش ها و سرعت ها می پردازد تئوری .یک محیط پیوسته می باشد    
اگر خواص . دهد  مولفه تنش خواهیم داشت و این تنش ها، تانسور متقارنی را تشکیل می9لزج باشد، 

  : داریمیک نقطه را نسبت به مختصات متعامد بنویسیم

''''''1 zzyyxxzzyyxxI σσσσσσσ ++=++=  
zyyxyxxxzzzzyyyyxxI 222

2 τττσσσσσσσ −−−++=  
''

2
''

2
''

2
'''''''''''' yzxyyxxxzzzzyyyyxx τττσσσσσσ −−−++=  

  . تنش می باشد عددیهای1پایا ،که این ها 

  
  دستگاههای مختصات تغییر تنش :6- 6شکل 

  
                                                

1 Invariant 
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 که این نیـرو بـه تغییـر شـکل،           ؛نیرو می گردد  ایجاد  تنش هایی که بر المان سیال وارد می شود باعث           
یـک  نیـز  کرنش هـا    تنش داشته باشیم کرنش نیز داریم،        اگر. ر زاویه منجر می گردد    تغییر مکان و تغیی   

 هـا، بـرای     مانند تـنش  ه ،در سیالات معمولاَ نرخ کرنش ها اهمیت دارند       . دنتانسور را تشکیل می ده    
  :می توان نشان داد نرخ کرنش ها نیز

'''''' zzyyxxzzyyxx εεεεεε &&&&&& ++=++  
  :ها به شکل زیر تعریف می شوندنرخ کرنش 
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zzyyxx ∂
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∂=

∂
∂= εεε &&& ,,  

  : به صورت زیر استو نرخ کرنش های زاویه ایمی باشند  طولی  های نرخ کرنشهاکه این
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1εε &&  
را در  سیالی  مشابه این مطلب می توان   ،در جامدات همگن الاستیک، تنش و کرنش رابطه خطی دارند         

 رابطـه تـنش    در آن داشـته باشـد، یعنـی    در مورد تنش و نرخ کرنش     را یین خاصیت چن که   نظر گرفت 
  :با ید بگوییم ،مرور کنیم این سیال را واصاگر بخواهیم خحال  . کرنش خطی باشدنرخو
  . مولفه های تنش را می توان به صورت تابع خطی نرخ کرنش بیان کرد-1
  . باشدمی  1)پایا (یریغ غیر قابل ت نسبت به تبدیل محورها های تنش و نرخ کرنش رابطه بین مولفه-2
  .گرددمی  هنگامی که سرعت ها صفر باشد تبدیل به فشار هیدرواستاتیکی در مولفه های تنش -3
  . است)همگن(همسو  سیال مورد بررسی -4

  :        مثلا 

xzyzxyzzyyxxyxxy CCCCCC εεεεεεττ &&&&&& 464544434241 +++++==  
 6  ضریب وجود دارد که بـه صـورت خطـی بـا          6و به دو برابرند و      د  ای ی زاویه چون نرخ کرنش ها   

  : ضریب خواهیم داشت36 با این حساب ،مربوط می گرددمستقل تنش 

361211 ...,, CCC  
  : تای آنها صفر می شوند و با توجه به تقارن خواهیم داشت33که می توان نشان داد 

2
44C=µ  

                                                
1 Invariant 
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124411 CCC +=  
'12 µ=C  

'211 µµ +=C  
  :لذا با توجه به این مطالب داریم

( ) xyxyzzyyxxxxxx P εµτεεεµεµσ &&&&& 2'2 =++++−=  
( ) xzxzzzyyxxyyyy P εµτεεεµεµσ &&&&& 2'2 =++++−=  
( ) yzyzzzyyxxzzzz P εµτεεεµεµσ &&&&& 2'2 =++++−=  

  
   :سیال غیر قابل تراکمبرای  . به جنس سیال بستگی دارندµ' و µیب اضر
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    :برای سیالات معمولی تراکم ناپذیر می توان نشان داد که

µµ
3

2
' −=  

  معادلات ناویر استوکس  -6- 6
ای خطی دارند، معادلات بقای اندازه حرکت  برای سیالات نیوتنی که تنش ها با نرخ کرنش رابطه

  . تنها برای سیال نیوتنی صادق استاین معادلات،. اویر استوکس معروفندخطی به معادلات ن
  

  رابطه بین تنش و نرخ کرنش -1- 6-6
بـه   هـا  تنش ها بـا نـرخ کـرنش           روابط خطی   که  می توان نشان داد    برای سیال نیوتنی غیر قابل تراکم     

  : داریمدر سیستم مختصات کارتزین برای تنش های عمودی. دصورت زیر می باش
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w
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Pxx ∂

∂+−= µσ 2  
  : داریمو برای تنش های برشی
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ر سیال نیوتنی روابـط فـوق   همان طور که در جامدات قانون هوک تنش را به کرنش مربوط می کند د     

  .تنش را به نرخ کرنش ربط می دهند
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 در هر نقطه است و آن را فـشار  ی عمود  های توسط تنش مفشار است که برابر منفی       Pدر این روابط  
        .مکانیکی نیز می گویند

  ( )zzyyxxP σσσ ++=−
3

1  
همه جهات یکسان بوده    در فشار   ،ریان سیال غیر لزج   همان طور که قبلا گفتیم در سیال ساکن و در ج          

 تنش عمودی در جهات مختلف یکسان نیست و فـشار  ، ولی در جریان لزج؛و تنش برشی صفر است   
 ایـن فـشار   مـوارد،    اکثر    در .)فشار مکانیکی (را منفی متوسط سه تنش عمودی در هر نقطه می گیرند            

  . در فشارهای نزدیک به فشار بحرانی به جزبرابر فشار ترمودینامیک در آن نقطه است
ی بـه صـورت زیـر       اسـتوانه ا  روابط تنش و نرخ کرنش در جریان سیال نیوتنی در سیستم مختـصات              
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      بر صفحه ای اسـت کـه تـنش بـر آن وارد     عمود امتداد،یس اولزیرنو  نیزدر روابط بالاش ها برای تن 

  . دوم امتداد مولفه تنش استیسزیرنومی شود و 
  

   از معادلات حرکتمعادلات ناویر استوکسبدست آمدن  -2- 6-6
 پـس از  می کنیم، در معادلات حرکت منظور روابط تنش و نرخ کرنش سیال نیوتنی غیر قابل تراکم را    

  .   به صورت زیر در می آیند در سیستم مختصات کارتزین معادلات حرکت،ابطوساده کردن ر
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ر ای خطی دارند بـه معـادلات نـاوی          این معادلات برای سیالات نیوتنی که تنش ها با نرخ کرنش رابطه           
بقـاء مقـدار حرکـت      ( این سـه معادلـه       .استوکس معروف است و تنها برای سیال نیوتنی صادق است         

 جریان غیر قابـل تـراکم سـیال         ،می تواند به طور ریاضی    ) بقاء جرم (همراه با معادله پیوستگی     ) خطی
ی  ثـابت  یردابا درجه حرارت ثابت مق ـ    غیر قابل تراکم    یان   در جر  ρ و   µ .کند نیوتنی را کاملا تشریح     

داریم که با سه معادله فـوق و معادلـه          ) سه مولفه سرعت و یک مولفه فشار      (چهار مجهول   . می باشند 
وجود  حل تحلیلی    ، برای چند حالت ساده     سیال حقیقی  در جریان لایه ای   . پیوستگی قابل حل هستند   

  .عددی پیدا کردحل ن  و برای بقیه حالت ها می توادارد
متاسفانه به خاطر پیچیدگی معادلات کلی ناویر استوکس، که معادلات دیفرانسیل درجه دوم غیر خطی  

 در موارد . رد ساده، در اکثر موارد حل دقیق وجود ندارد        ا به جز در مو     در جریان سیال لزج،    می باشند، 
 تطبیق کـاملی    ،نتایج تجربی ایسه با   مق ضمن به دست آمده است       دقیق معادلات   که حل  ساده ذکر شده  

لذا معادلات ناویر استوکس به طور کلی به عنوان معـادلات دیفرانـسیل             . بین نتایج مشاهده شده است    
در  NS 1 معمـولا معـادلات      . می آیند  حرکت جریان غیر قابل تراکم سیال نیوتنی به حساب        حاکم در   

 زمانی   متوسط  سرعت برای سرعتها، از   توان    در توربولانس می   حالت توربولانس قابل حل نمی باشد،     
این است که حـل  مهم   NS در معادلات .کردو همین طور برای فشار از فشار متوسط زمانی استفاده        

در خیلی موارد لازم است که این معادلات را در مختـصات             .دنهای موجود با حالت عملی تطابق دار      
  :ه صورت زیر استاین روابط  به صورت برداری ب. دیگر بررسی کرد
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  :ی به صورت زیر بیان می گردنداستوانه ااین روابط در مختصات 
 :rدر امتداد
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  :θدر امتداد 
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1   Navier-Stokes equations 
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  :zدر امتداد









∂
∂+

∂
∂+








∂
∂

∂
∂

++
∂
∂−=





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

2

2

2

2

2

11
z

vv

rr

v
r

rr

g
z

P

z

v
v

v

r

v

r

v
v

t

v

zzz

z
z

z
zz

r
z

θ
µ

ρ
θ

ρ θ

  

  
 معـادلات فـوق     ،)مثل جریان غیر چرخشی یا جریان غیر لـزج         (در جریانی که تنش برشی صفر باشد      

 ،P ، u در جریان دو بعدی غیر چرخشی برای پیدا کردن مجهولات .تبدیل به معادلات اویلر می شوند
v ع جریان را پیدا کنیم و با داشتن         آسان تر است که تاب     ،قطبی مختصات   مثلاًسرعتهای متناظر دیگر     یا

تابع جریان تمام اطلاعات از جمله شکل خطوط جریان و مولفه های سرعت به دست مـی آیـد و در         
در جریان دو بعدی غیر چرخشی دیـدیم کـه    .می شود حاصل مقدار فشار برنولی، از رابطه  نیز نهایت

 به صـورت تحلیلـی    با حل این معادلاتتابع جریان و تابع پتانسیل حل معادلات لاپلاس می باشند و      
بـه دسـت   یا جریان پتانـسیل    توان اطلاعات لازم را برای جریان دو بعدی غیر چرخشی              می یا عددی، 

  .آورد
  

  قـائم،  برای جریـان دائمـی یکنواخـت در روی یـک سـطح عمـودی          )7-6( مطابق شکل    )1-6مثال  
ال در اثر نیروی گرانش با ضخامت ثابـت          استوکس را ساده کنید و با فرض اینکه سی         -معادلات ناویر 

h               فـرض کنیـد   . روی این صفحه به طرف پایین جریان دارد، معادله توزیع سرعت را به دست آورید 
 . یکنواخت استxاست و جریان در امتداد صفر سیالتنش برشی روی سطح آزاد 

  
 یین روی یک صفحه عمودیجریان به سمت پا: 7- 6شکل 

  

)۶-۶۴( 



 ١١٥ /ستوکسمقدمه ای بر جریان سیال حقیقی و معادلات ناویر ا -فصل ششم  

  -حل
  :در این مسئله می توان فرضهای زیر را در نظر گرفت

 صـفر   ,yz شامل شتاب جاذبه است و نیروهای بـدنی در جهـات             xقائمنیروی بدنی در جهت      -1
  .هستند

=0جریان دائمی است، یعنی  -2
∂
∂
t

 

 .ر وجود نداردگرادیان فشا -3

==0 وجود دارد و xجریان فقط در جهت  -4 wv 

zuu)( تغییر می کند،zسرعت سیال فقط درجهت  -5 : پس=
dz

du

z

u =
∂
∂ 

  :یل می شودبه صورت زیر تعد) 59-6( استوکس -با این فرضها معادلات ناویر









+=

2

2

0
dx

ud
gx µρ  

  :با انتگرال گیری داریم

1Cz
g

dz

du x +=
µ
ρ  

  :با انتگرال گیری مجدد داریم

21

2

2
CzC

zg
u x ++=

µ
ρ  

  :شرایط مرزی عبارتند از
  :شرط عدم لغزش ایجاب می کند که روی صفحه سرعت سیال صفر باشد -1

0=u 0 وقتی=z  
  : با فرض اینکه مقاومت هوا قابل صرف نظر است، تنش برشی روی سطح آزاد، باید صفر باشد-2

  hz =0  وقتی =
dz

du  
  :می آید معادله توزیع سرعت، به دست 1 و سپس شرط مرزی 2با اعمال شرط مرزی 

)2(
2

zh
zg

u x −=
µ

ρ  
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  ین های فصل ششمتمر

 ضـمن   .دو پایای عـددی تانـسور تـنش معرفـی گردیـد           ) 40-6(و  ) 39-6(در روابط    -6-1
  سـومین پایـای عـددی        )34-6(مقادیر ویژه تانسور تنش بیان شده بـا رابطـه           محاسبه  

123 پایاهـای عـددی تانـسور کـرنش،        .را به دست آورید    3σIتانسور تنش  ,, εεε IIIا  ر
 .بنویسید

ــرنش،      -6-2 ــسب ک ــر ح ــنش ب ــه ت ــه رابط ــه ب ــا توج ijijijب µεδλτ ــه در آن =∆+2  ک
332211 εεε  همــــواره  رابطــــه  اســــت، نــــشان دهیــــد  دایلیــــشن  ∆=++

2
2

1 2)
2

1
(

2

1
εε µµλετ IIijij ــت   =+− ــرار اس 12. برق , εε II ــای اول و دوم  پایاه

 .تانسور کرنش هستند

.  استوکس چه فرضیاتی لازم اسـت -ویردست آوردن معادلات نابرای به  توضیح دهید -6-3
 .آنها را ذکر کنید

 استوکس چگونه و با چه شرایطی می تـوان بـه معـادلات اویلـر و                 -از معدلات ناویر    -6-4
 .برنولی رسید؟ مراحل اثبات را بنویسید

 - معـادلات نـاویر    θبرای جریان دائمی یکنواخت در روی یک سطح شیبدار با زاویـه            -6-5
استوکس را ساده کنید و با فرض اینکه روغن با عمق ثابت روی این سطح شیبدار بـه                  

تـنش برشـی روی     . طرف پایین جریان دارد، معادله توزیع سرعت را به دسـت آوریـد            
 o90=θ نشان دهید معادله سرعت در حالت   .سطح آزاد روغن را صفر در نظر بگیرید       

 .می رسد) 1-6(تیجه مثال به ن

 
 جریان به سمت پایین روی یک سطح شیبدار: 8- 6شکل 

 
در ) لامینـار ( را برای جریان دائمی توسعه یافته لایـه ای            زیر  استوکس -معادلات ناویر  -6-6

بین دو صفحه بینهایت که به طور قائم قرار گرفته اند سـاده نمـوده و پروفیـل توزیـع                    



 ١١٧ /ستوکسمقدمه ای بر جریان سیال حقیقی و معادلات ناویر ا -فصل ششم  

 فـرض   . حسب پارامترهای معلوم به دسـت آوریـد         را بر   بین دو صفحه   سرعت جریان 
 .کنید در امتداد جریان، فشار تغییر نمی کند

VPg
Dt

DV 2∇+∇−= µρ  
 :نشان دهید در مختصات استوانه ای روابط برداری زیر صادق است  -6-7

z
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VPg استوکس -از رابطه ناویر    -6-8
Dt

DV 2∇+∇−= µρ      چگونه و با چه فرضـهایی مـی ، 
 .توان به روابط زیر رسید؟ مراحل کار را بنویسید
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مطـابق  R مدور بـه شـعاع       دائمی توسعه یافته لایه ای در یک لوله افقی        لزج  در جریان     -6-9

عادلات ناویر استوکس استوانه ای را ساده کرده و شرایط مرزی آن را مشخص      ، م شکل
 . روابط زیر را به دست آوریدکنید و

  
 جریان لزج در یک لوله افقی: 9- 6شکل 
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 توسط فشار و نیروی برشی که از حرکت سـیال لـزج             Rیک سیلندر طویل به شعاع        -6-10
اگر وزن سـیلندر    .  مجرای نشان داده شده در شکل حاصل می شود، شناور می ماند            در

 باشد، چه دبی از سیال لازم است تا سیلندر به صورت شـناور بـاقی                Wبر واحد طول  
 بماند؟

  
 10-6مربوط به تمرین : 10- 6شکل 

 
 داخل یک Ω و طول بینهایت با سرعت زاویه ای 1Rیک میله با مقطع دایره به شعاع        -6-11

12 و   2Rسیلندر ثابت هم مرکز با میله که شعاع آن           RR بـا  .  می باشد دوران می کند     <
 سیال بین میله و سیلندر روغن غیر قابل تراکم بـا جریان دو بعدی است و     فرض اینکه   

 و جریان دائمی است، نـشان  باشد و میله زمان زیادی است که می چرخد  می µلزجت  
=0دهید  

∂
∂
θ
P   و 

dr

dP

r

P =
∂
 اسـتوکس را بـرای ایـن جریـان         - است و معادلات ناویر    ∂
Vتی  و توزیـع ورتیـسی   θvساده کنید و توزیع سـرعت       

rr
×∇=ω   در میـدان جریـان و 

 . مقدار تنش برشی روی جدار سیلندر را به دست آورید

  
 11-6مربوط به تمرین : 11- 6شکل 

 
6-12-   

  
  

  



 

 

  
  
  
  
 
 
 
 
 
  

  تمففصل ه

    توابع مختلط تحلیلی و جریان پتانسیل دو بعدی در صفحه
  
  
  

 مقدمه -1- 7

پتانسیل در به دست آوردن الگوی دو بعدی جریان  یک روش تحلیلی بسیار پرقدرت فصل،در این 
. یط مرزی کـاربرد دارد    این روش به طور گسترده ای برای انواع شرا        . غیر چرخشی معرفی می کنیم    یا  

     لازمه کاربرد آن دانستن اصول توابع مخـتلط        . گویند 1تبدیل کانفرمال این روش را نگاشت همدیس یا       
 را به شکل های مختلف تبـدیل        دایره کانفرمال می توان     بدیل ت  نگاشت همدیس یا   از روش  .می باشد 

  . مختلف را به دست آورد دو بعدیکرد و جریان غیر چرخشی اطراف اجسام
اعمـال  و نیـز بـا      ) برگـه هـوا    (2 آیروفویل  یک  به شکل  استوانهبا تبدیل جریان اطراف     به عنوان مثال،    
می توان جریان حقیقی    ) تهای دم برگه هوا ببرد    با مقدار خاصی که نقطه سکون را به ان        (سیرکولاسیون  

را با تقریب خوب به دست آورد و در نتیجـه مقـدار نیـروی بـرآ را                ) برگه هوا (اطراف یک ایروفویل    
 3و هیدروفویل) بال هواپیما و پروانه هواپیما(اصول محاسبه و تئوری ایروفویل از محاسبه کرد که این  

                                                
1   Conformal mapping 
2  Airfoil 
3  Hydrofoil 
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 روش فـوق در      همچنـین  .مـی باشـد   ) ره های پمپ و تـوربین     بالچه های کشتی و هیدروکرافت و پ      (
جریان دو بعدی داخل محیط متخلخل مثل حرکت آب در خلـل و فـرج خـاک و یـا نفـوذ نفـت در                    

  .سنگهای متخلخل کاربرد دارد
  

   و کاربرد آن در جریان سیال توابع مختلطدربارهخلاصه ای  -2- 7
  : بصورتمتغیر مختلط

                                                          [ ] θθθ ireiriyxz =+=+= sincos  
  :می باشد که در آن

22 yxzr +==  
)(tan 1

x

y−=θ  
          : را به صورت زیر تعریف می کنیمw تابع مختلط

                                               ( ) ( )yxifyxfizfw ,,)( 21 +=+== ψφ  
  

بایـد   . مـی باشـند  θ,rیا  ,yxابعی از و تψ و φ ، قسمت موهومی استψ قسمت حقیقی و  φکه  
  می توان در صـفحه را y و xای مقادیر  هر نقطه دار در یک میدان جریان،به این نکته توجه داشت که 

z روی  xy         در صـفحه    . را پیدا کـرد     نشان داد و مقدار تابع پتانسیل و تابع جریانw    مقـدار cte=ψ 
 برای مـا    w ضروری است که تعیین       نکته توجه به این   .جریان موازی از چپ به راست می باشد       خط  

 . در معادله لاپلاس صدق کند، جریان غیر چرخشی است         φو ψهمان طور که گفتیم اگر      . مهم است 
 توابعی می باشند که برای هر نقطه   ،تحلیلی توابع   . گوئیم تحلیلی اگر جریان غیر چرخشی باشد، آن را      

شرط دوم  . ایت نباشد داشته باشیم و مقدار آن نیز بی نه        w فقط یک نقطه در صفحه       zواقع در صفحه    
 تـابع تحلیلـی مـی       . داشته باشـد   )به جز صفر و بی نهایت      (فقط یک مقدار  مشتق آن   نیز این است که     

  .،تابع تحلیلی استریمان برقرار باشد -اگر شرایط کوشی. تواند مشخصه جریان غیر چرخشی باشد
  : به صورت زیر استریمان -شرایط کوشی

        
xy ∂
∂−=

∂
∂ ψφ     و    

yx ∂
∂=

∂
∂ ψφ  

zFw)(هر تابع تحلیلی     الگـوی یـک جریـان     z جریان یکنواخت است و در صفحه w در صفحه   =
  .پتانسیل دو بعدی را مشخص می کند

)٣-٧( 

)٢-٧( 

)١-٧( 

)٧-۴( 

)٧-۵( 



 ١٢١/ در صفحه ی دو بعدلی پتانسانی و جریلیتوابع مختلط تحل - فصل هفتم  

 به نام نقاط منفرد، تحلیلی نباشد و در بقیه میدان در یک جریان در چند نقطه خاصممکن است تابع   
 منفرددر نقاط . لی باشدتحلی

dz

dw استبینهایت صفر یا .  
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δδ sincos

sincos

sincos

sincos

limlim 00 i

y

w

x

w

ir

y

w

x

w
r

z

w

dz

dw
rz +

∂
∂+

∂
∂

=
+









∂
∂+

∂
∂

== →→  

α

α

tan1

tan

i

y

w

x

w

dz

dw

+
∂
∂+

∂
∂

=  

در صورتی که شرط 
x

w
i

y

w

∂
∂=

∂
  : خواهیم داشت، برقرار باشد∂

  
y

w
i

x

w

i

i
x

w

dz

dw

∂
∂−=

∂
∂=

+

+
∂
∂

=
α

α

tan1

)tan1(
  

 رابطه  
y

w
i

x

w

∂
∂−=

∂
به این معنی است که در حد اگر از هر جهتی بـه نقطـه نزدیـک شـویم، یعنـی                ∂

 حد بگیریم مقدار y یا xنسبت به 
dz

dwیکسان است :   

 uiv
yyiy

dw

idz

dw +−=
∂
∂+

∂
∂=

∂
= ψφ11       و     ivu

x
i

xx

w

dz

dw −=
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂= ψφ  

 
dz

dw     با داشتن    .به سرعت مختلط معروف است)(zFw  را تعیـین کـرد و بـا     ψ و   ϕ مـی تـوان      =

تعیین 
dz

dw مقدار u و vهمچنین می توان مقدار و زاویه بردار سرعت را تعیین کرد.  را تعیین کرد:  
22 vu

dz

dw
V +==
→  

u

v1tan −−=θ  

)٧-۶( 

)٩-٧( 

)٨-٧( 

)٧-٧( 

)١٠-٧( 
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zFw)(پس با داشتن تابع   در هر جریان دو بعدی روی صفحه می توان الگوی جریان و تمام =
  .اطلاعات در میدان جریان را به دست آورد

  

   سرعت مختلط -3- 7

قبلا دیدیم که 
x

w

dz

dw

∂
ivu پس  =∂

x
i

x
i

xdz

dw −=
∂
∂+

∂
∂=+

∂
∂= ψφψφ    :بنابراین .می باشد )(

Vvu
dz

dw =+= 22  
  :و نیز داریم

( ) ααα ieViV
dz

dw −=−+−= )sin()cos(  

u

v1tan−=α  
  .نشان می دهد) 1-7(شکل  را  z و سرعت مختلط در صفحه ی سرعت واقعنیارتباط ب

  
  zارتباط بین سرعت واقعی و سرعت مختلط در صفحه : 1- 7شکل 

  
zfw)(پس اگر تابع     در فاصـله   . معلوم باشد از روابط بالا سـرعت در هـر نقطـه پیـدا مـی شـود              =

  :به صورت wδ ، تبدیل مربوط به z در صفحه zδکوچک المانی 
z

dz

dw
w δδ =  

 چون   .می باشد 
dz

dw    به طور مساوی    ،المان در همه جهات اطراف یک نقطه      ابعاد ، فقط یک مقدار دارد 
فقط چرخش پیدا می کنند و طولشان به یک نسبت،          المان   ابعادزاویه و طولشان عوض می شود، پس        

  هـای المـان  . بوددخواهنو زوایا در دو صفحه با هم برابر) ل کلیبدون تغییر شک (کم یا زیاد می شود      
 زوایـا در    ،با این حال  بزرگ تغییر شکل کلی می دهند       المان های   ، تغییر شکل نمی دهند ولی       کوچک

  .دو صفحه برابرند
)(22 برای الگوی ) 1-7مثال zzfw    .ید پیدا کن(3,2)  قطهن قدر مطلق و راستای سرعت را در،==

)١١-٧( 

)١٢-٧( 

)١٣-٧( 

)١-٧۴( 
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  :حل
،   ذکر شده را نشان مـی دهـد        لی تبد ی برا انی جر ی الگو )2-7(شکل  

dz

dw              بـا مـشتقگیری بـه دسـت 
  :می آید

  
22zwتبدیل یافته آن با تبدیلz، صفحهراستسمت و ) 1-7( برای مثال w، صفحهچپسمت : 2- 7شکل  =   

 ivuz
dz

dw −== 4  

iiyxivu 812)(4 +=+=−  
42.14,8,12 22 =+=−== vuVvu  

4534)
12

8
(tantan 11 ′−=−=−= −− o

u

vα  
  

2zw برای نگاشت ) 2-7مثال =  
δφδψ یعنـی  w مقدار تغییرو مربوط w,,φψ مقادیر z در صفحه    )1,2( در نقطه    -الف  ـ متنـاظر , ا  ب
iz تغییر 2.05.0 +=δمحاسبه کنید را  .  
  . آزمایش کنید)الف(را برای خواسته های  )0,0(نقطه -ب
  .مائیدن بررسی w را در صفحه  ثابت،y  وثابت  x شکل منحنی  -ج

iiyxz: داریم)1,2(در نقطه : حل +=+= 2   
  ) الف(

iizwi 43)2( 22 +=+===+ ψφ  
4,3 == ψφ  
iz

dz

dw
242 +==  

)2.05.0)(24( iiz
dz

dw
w ++== δδ  

iiiw 8.16.18.04.02 +=++−=δ  
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



=
=

⇒+=+=
8.1

6.1
8.16.1)(

δψ
δφ

ψφδδ iiw  
  
  )0,0( در نقطه -ب

 0,0,0,0 ==== ψφwz 
 در آن     نقطـه منفـرد اسـت      )0,0( نقطـه    بـه عبـارت دیگـر      ، نیـست  1 تحلیلـی  )0,0(چون نقطـه    

02 == z
dz

dw 0 است و== z
dz

dw
w δδ صادق نیستقبل محاسبات پس در این نقطه .  

 

  
2zwتبدیل یافته آن با تبدیلz، صفحهراستسمت و ) 2-7(رای مثال  بw، صفحهچپسمت : 3- 7شکل  =   

  -ج
2zw =  

xyiyxiyxi 2)( 222 +−=+=+ ψφ  
xyyx 2,22 =−= ψφ  

 2تبدیل معکوس -4- 7

1)(برای راحتی به شکل     می توان   نگاشت ها را     wfz zfw)( به جـای     =− بـه   مـثلا    . بیـان کـرد    =
wewz صورت += .  

  .دهند  نشان میξتابع معکوس نقش مهمی در تبدیل بازی می کند و مشتق آن را با 
αξ ie

V
dz

dwdw

dz 11 ===  

                                                
1  Analytic 
2  Inverse transformation  

)١-٧۵( 
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zfw)(اگر تابع     را در   ξ ،در یک نقطه   Vدار سرعت مقرت معلوم بودن     و در صو   داشته باشیم  را   =
zFw)( هر تابع   .آن نقطه می توان پیدا کرد      1)( و یا = wFz  الگوی یـک  z می تواند در صفحه =−

  .که به وسیله آن تمام مشخصات آن جریان معلوم می شودجریان دو بعدی غیر چرخشی باشد 
  

  1)تبدیل چند مرحله(انتقال چند مرحله  -5- 7
 نگاشـت را در   یا  می توان تبدیل   ، در حالت های مشکل    w به صفحه    zبرای انتقال یا تبدیل از صفحه       

  ده تـر مـشخص  با چند معادله تبدیل نسبتا سـا w   وz در آن صورت رابطه بین .چند مرحله انجام داد
  .می شود

  
zewتابع در   )3-7 المث sin=  اگرpeZ   . باشد، سرعت مختلط را بدست آورید=
  

peZ از -حل   : خواهیم داشت=
pz ln=  

Pw sin=  
 pد و الگوی صـفحه    شو می   نگاشته pبه صفحه میانی    ) الف(ه تبدیل معکوس     بوسیل z صفحه   پس

  :با تعریف.  می گرددwتبدیل به صفحه ) ب(نیز توسط نگاشت 

pe
dz

dp

p
dp

dw

z ==

= cos
   

    :خواهیم داشت
                                               )cos(cos)(cos zz eePPPP

dz

dp

dp

dw

dz

dw ====  
  : بصورت زیر می باشد سرعت مختلطبنابراین

)cos( zz eeivu
dz

dw =−=  
  
  
  

                                                
1 Successive transformations   

 )الف(

 )ب(
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   روابط انتقال ساده-6- 7
فهرست شده اند که در ادامه به بررسی ) 1-8( بصورت ساده در جدول ، کاربردیبدیلتوابع تبرخی 

  .اجمالی هر یک خواهیم پرداخت
  

   روابط انتقال سادهبرخی: 1-7جدول
   zالگوی جریان در صفحه  تابع تبدیل

Azw   1 جریان موازی =
)ln( azmw azچشمه در نقطه  =− = 2  

)ln(
2

az
ik

w −−=
π

azورتکس در نقطه     3 ه های ساعت درخلاف جهت عقرب=

)ln(
2

az
ik

mw −





 −=

π
az در 1ورتکس مارپیچی  = 4  

az

m
w

−
azدوبلت در نقطه  = = 5  

az

az
mw

−
+= ln  0(چشمه در,( a−0( و چاه در,(a   6  

wez w −=   7 تابع معکوس جریان به داخل یک کانال مستطیلی −
wcz cosh= 8 2تابع معکوس جریان در شکاف  

nAzw جریان در زاویه  =
n

πθ = 9  









+=

z

a
zUw

2

 10 جریان حول یک سیلندر 

z
ik

z

a
zUw ln

2

2

π
−








 11 لندر و با سیرکولاسیونجریان حول سی =+

  

Azw:جریان موازی -1- 7-6 = 

  .حقیقی باشد A اگر-الف
Aچون 

dz

dw zاز رابطه  ، مقدار ثابت حقیقی است=
dz

dw
w δδ   : داریم=

w
A

w
dw

dz
z δδδ 1==   

                                                
1 Spiral vortex 
2  Aperture 
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 است که اندازه مقیاس آن با ضریب ثابت          w معادل صفحه    zبنابراین صفحه   
A

 کمتـر شـده اسـت و    1
  .چرخش نداشته است

  :       به صورتسرعت مختلط
              Aiu

dz

dw =−= ν  
,0پس  می باشد،    == νAu   سرعت در صفحه    یعنیz    ثابت و موازی با محورxو به طور مثال  ها 

UAاگر   Uzw باشد، تابع تبدیل     =  از چپ بـه راسـت     U سرعت  الگوی یک جریان یکنواخت با     =
  .است

  

  : عدد مختلط باشدA اگر-ب
  :چون

 βieRibaA
dz

dw =+==   
       :که

                                                                     221 ,tan baR
a

b +=





= −β  

  بنابراین
we

R
w

A
z i δδδ β−== 11  

 با ضریب    wδاز بالا نتیجه می شود که اگر هر المان          
R

 کم شده و در جهت عقربه های سـاعت بـا    1
 جریـان مـوازی بـا       z پس الگوی صـفحه      . به دست می آید     z چرخیده الگوی صفحه   βزاویه ثابت   

  . است هاx با جهت مثبت محور −βزاویه 
)(1

1
11

11 βθθ
β

θ −==⇒= ii
i

i e
R

r
er

eR
rew

A
z  

R

r
r 1

1 , =−= βθθ  

  
Azwنگاشت : 4- 7شکل 

a

b
ibaA ==+= − )tan,( 1β 

)١-٧۶( 

)١٧-٧( 

)٢٠-٧( 

)١٩-٧( 

)١٨-٧( 
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Aچون 
dz

dw                        :پس ،است =

      bauibaiu −==⇒+=− νν ,  
azwچون و             :است =

( )( ) ( ) ( )bxayibyaxiyxibai ++−=++=+ ψφ  
yuxbyax νφ +=−=  
xuybxay νψ −=+=  

  

azچشمه در   -2- 7-6 =  
   : مربوطه به صورتنگاشت

                                                                                   )ln( azmw −=  
π2/Qmکه می باشد   منفی باشد، چاه Q اگر .یک ثابت مختلط است aوقدرت چشمه  Qو =

  .داریم

  
 z=aچشمه در  :5- 7شکل 

 

)'ln()ln(' '' θθ ii erazeraz =−⇒=−  
''ln)'ln( ' θψφ θ imrmermi i +==+  

  :بنابراین
θψφ ′=′= mrm ,ln  

az نقطه   )ln( یک نقطه منفرد است و تابع      = azmw  کـه علـت     ، نمی باشد  تحلیلی a در نقطه  =−
  :ت که سرعت در آن بی نهایت است اسآن این

∞=
−

=







== azaz az

m

dz

dw  

)٢٢-٧( 

)٢١-٧( 

)٢-٧۴( 

)٢٣-٧( 

)٢-٧۶( 

)٢-٧۵( 
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  : برابر است بامقدار سرعت .در چشمه سرعت در هر نقطه به صورت شعاعی است
                                                                          

az

m
eV

dz

dw i

−
== θ  

'2' r

Q

r

m

dz

dw
V

π
===   

  
  

azورتکس در  -3- 7-6 =  

( ) ''ln
2

ln
2

θ

ππ
ier

ik
az

ik
w

−=−−=  
  . استΓ برابر با سیرکولاسیونkقدرت ورتکس 

''با قرار دادن  θaraz =−  
( )''ln

2
θ

π
ψφ ier

ik
i −=+  

)'ln(
2

'θ

π
ier

ik−=  

'ln
2

,'
2

r
kk

π
ψθ

π
φ −==  

azکز به مرکز خطوط جریان دوایر متحد المر   . می باشند=
  

azورتکس مارپیچی در  -4- 7-6 =  
   :تابع تبدیل به صورت زیر است

( ) ( ) ( )'' 'ln
2

'lnln
2

θθ

ππ
ii er

ik
ermaz

ik
mw −=−



 −=  

  :داریم
( )'' 'ln

2
)'ln( θθ

π
ψφ ii er

ik
ermi −=+  

'
2

'ln
2

''ln θ
ππ

θ k
r

ik
imrm +−+=  

  بنابراین
'

2
'ln θ

π
φ k

rm +=  

'ln
2

' r
k

m
π

θψ −=  

)٣٠-٧( 

)٢٩-٧( 

)٢٧-٧( 

)٣١-٧( 

)٣٣-٧( 

)٣٢-٧( 

)٢٨-٧( 
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 :دوبلت در مبدا مختصات -5- 7-6
z

w
λ= و در az =  

الگوی دوبلت در مبدأ مختصات با تابع تبدیل 
z

w
λ=حاصل می شود .  

222222

)(

yx

y
i

yx

x

yx

iyx

iyx
i

+
−

+
=

+
−=

+
=+ λλλλψφ  

  بنابراین

ryx

y

ryx

x θλλψθλλφ sin
,

cos
2222

−=
+

==
+

=  

و چون    در مبدا مختصات است λ که نمایش دوبلت با قدرت
w

z
λ=پس :        

              1

1
11

θ
θ

θ λλ i

i
i e

rer
re −==  

1
1

, θθλ −==
r

r  

  
 دوبلت  در مبداء مختصات: 6- 7شکل 

  
 بـه  هـا در مبـدا مختـصات         x دوایری مماس بر محور       صورت  به wخطوط جریان موازی در صفحه      

),(نقطـه   ) 6-7( مطابق شـکل     .دنتقل می شو   من zصفحه   111 θrb   در صـفحه  w      بـه نقطـه ),( θrb  در 
111بطور مشابه نقاط     .شده است  نگاشته zصفحه   ,, acd       1 روی خـط جریـان=ψ      بـه نقـاط acd ,, 

 به  wخطوط هم پتانسیل در صفحه      . شده اند   نگاشته z ها در صفحه     xمحور  روی دایره ای مماس بر      
  . منتقل می شودz ها در مبدا مختصات به صفحه yدوایری مماس بر محور صورت 

azدر حالت کلی برای دوبلت در         هاسـت، در الگـوی      xمحور   با   βکه محور آن دارای زاویه       =
)(پیشین az نتیجـه را   ) 7-7(شـکل   .  دوران می یابد   −βie شده و الگو بوسیله ضریب       z جایگزین   −

  .نشان می دهد
β

β
λλ i

i
e

azeaz
w

−
=

−
= −)(

  

)٣-٧۵( 

)٣-٧۴( 
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  z=aدوبلت در : 7- 7شکل 

  

  ترکیب چشمه و چاه -6- 7-6
),0(ترکیب یک چشمه در      a− 0( چاه در   یک  و,(aبـه صـورت زیـر     که قدرت هر دو مساوی باشد 

  :است
)ln()ln( azmazmw −−+=  

  :تابع فوق را می توان چنین نوشت

2

1

2

1lnln θ

θ

i

i

er

er
m

az

az
mw =

−
+=  

  :داریم
)(ln 12

2

1 θθψφ −−=+ im
r

r
mi  

  :پس
)(,ln 12

2

1 θθψφ −−== m
r

r
m  

  

 کانالجریان به داخل یک  -7- 7-6

  :تابع معکوسبا 
  

wez w −= −  
   :داریم w وzا جایگزینی بو 

)()()( ψφψφ ψφψφ ieeieiyx ii +−=+−=+ −−+−  
  :و چون

ψψψ sincos ie i −=−  

)٣٧-٧( 

)٣-٧۶( 

)٣٨-٧( 

)٣٩-٧( 
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 :پس

[ ] ψφψψφ iieiyx −−−=+ − sincos  
                                                          :بنابراین

ψψφψ φφ −−=−= −− sin,cos eyex  
  .می باشد

  
  جریان به داخل یک کانال :8- 7شکل 

  : داریمψ=0برای 
0, =−= − yex φφ  

πψبرای  . هاستx محور ψ=0پس خط جریان    :داریم=−
πφφ =−−= − yex ,  

 یعنی ایـن خـط      .ثابت است   y تغییر می کند و    −∞تا   -1  از x ، تغییر کند  −∞  صفر تا  از φوقتی  
πψ خط جریان    در .روی خودش تا می شود     x=−1جریان در     π−=yبـه همـین ترتیـب        نیز   =

  . خط جریان روی خودش تا می شودx=−1است و که در نقطه 
  

  جریان در شکاف -8- 7-6
  :تابع معکوس این جریان به صورت زیر است

wcz cosh=  
 البته در جریان در ،د بودمتفاوت خواه  شکل جریان    ، به علت جدائی   ، در جریان سیال حقیقی    در عمل 

  .محیط متخلخل جدایی نداریم 
[ ]ψφψφψφ sinsinhcoscosh)cosh( icicz +=+=  

ψφcoscoshcx =  
ψφsinsinhcy =  

)٧-۴٠( 

)٧-۴٢( 

)٧-۴٣( 

)٧-۴١( 
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  :با توجه به روابط بالا داریم

1
sinhcosh 22

2

22

2

=+
φφ c

y

c

x  
 c),0(ری که کانون ها در نقاط به طو، معادله فوق به یک بیضی تبدیل می شود       cte=φبرای خطوط   

),0(و c−قرار دارند .  

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x  
  .به طریق مشابه می توان نشان داد که خطوط جریان بر خطوط پتانسیل عمود هستند

  
  شکاف یک درجریان : 9- 7شکل 

  
  : هذلولی تبدیل می شود که داریم معادله به یک cte=ψبرای خطوط 

1
sincos 22

2

22

2

=−
ψψ c

y

c

x  
),0( وc),0(کانون ها در  c−این الگوی جریان پتانسیل در یک شکاف می باشد و در .  قرار دارند

  .عمل، فقط برای جریان شکاف در یک محیط متخلخل می باشد
  

(جریان در یک زاویه  -9- 7-6
n

π(  
  :این الگو با تبدیل زیر حاصل می شود

                       nAzw =  
  . به وسیله مختصات قطبی با نگاشت معکوس پیدا می شودzالگوی جریان در صفحه 

nA

r
r

e
A

r
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er
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erwrez
A

w
z

n

ninni
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
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
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



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





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 برابر zپس زاویه در صفحه  
n

  برابر تـوان z می باشد و فاصله از مرکز در صفحه wیه در صفحه  زاو1

n

  . می باشدwدر صفحه   A فاصله بخش بر 1

 زاویه  به عنوان مثال  
2

π    در صفحهwمربوط به زاویه  π2 در صفحه z  بـه عبـارت دیگـر    . مـی شـود 
2=n         2 بوده و الگوی این جریان با تبدیلAzw چند نمونه از این ) 10-7(شکل .  حاصل می شود  =

  .الگوها را نشان می دهد

  
  

  اویه های گوناگونزگوشه با جریان در  :10- 7شکل 
  

   بدون سیرکولاسیوناستوانه ولح جریان -10- 7-6
 را ایجاد می کند، لذا تـابع تبـدیل   استوانهترکیب جریان یکنواخت و دوبلت جریان حول  که   یممی دان 

  :مجموع جریان یکنواخت و دوبلت را بررسی می کنیم









+=






 +=+=

z

a
zU

Uz
zU

z
Uzw

2λλ )٧-۴٩( 
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که  
U

a
λ=   در این تابع تبدیل . می باشداستوانه شعاعz ن مـوازی،  جریـا بـه ،  بـزرگ هایUzw = 
  .می شود تبدیل
θirez( را در سیستم قطبیzوقتی    :بنویسیم) =









−++=








+=+ − θθθθψφ θθ sinsincoscos
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r

a
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a
rUe

r

a
reUi ii  

θθ sincos
22





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


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a
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a
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  :در نتیجه

θψθφ sin,cos
22









−=





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
+=

r

a
rU

r

a
rU  

سرعت مختلط  . استاستوانهکه جریان حول 
dz

dw زیر به دست می آیدرابطه از :  
θieV

z

a
U

dz

dw −=







−=

2

2

1  

azدر نقاط    iaz سرعت صفر است که این نقاط منفرد می باشد و در             =±  U2 مقدار سـرعت     =±
 به جریـان  w در صفحه  ذکر شده جریانودترکیب پس  .  که همان نتیجه مورد انتظار است      خواهد بود 

  .تبدیل می شود z در صفحه استوانهحول 
  

   با سیرکولاسیوناستوانهجریان حول  -11- 7-6
 با توابع تبدیل جریـان اطـراف   kبا جمع کردن ورتکس در خلاف جهت عقربه های ساعت با قدرت           

 .استوانه بدون سیرکولاسیون این جریان به دست می آید

z
ik

z

a
zUw ln

2

2

π
−








+=  

 می توان    قبل  به روش مشابه   .ق تابع تبدیل جریان حول استوانه با سیرکولاسیون می باشد         که رابطه فو  
  :نشان داد

  

θ
π

θφ
2
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   روش تصویر آئینه ای-7- 7
در صـورتی   . های قبلی برای جریان غیر محدود مثل جریان بی نهایت اطراف یک سیلندر بـود              تبدیل  
 اسـت و    جامـد جسم   مجاور یک یا چند       وجود دارد که    تعداد بی شماری جریان    ،مسائل عملی که در   

  :موارد زیر مثالهایی از این حالت هستند.   محدود شده استجریان به نحوی
  جریان آب زیرزمینی نزدیک کف یک سد) 1 (
  ع پرواز یا فرود هواپیما و حالت شرمثلیک ایروفویل نزدیک زمین ) 2 (
  . ن اطراف سیلندری که در تونل باد با دیواره های نسبتا تنگ محدود شده استجریا) 3(

در این حالات حل های پایه ای جریان پتانسیل را می توان برای اثرات دیواره به وسیله روش تصویر  
 از دیواری aیک چشمه دو بعدی را در نظر بگیرید که در فاصله ) 11-7(مطابق شکل . ادتعمیم د
با قدرت معادل و در ) تصویر آئینه ای( برای ایجاد کردن دیوار مورد نظر یک چشمه فرضی قرار دارد

با تقارن یا اصل گرافیک می توان دید که دو .  دیوار قرار می دهیم دیگر طرفدرفاصله یکسان 
 بین سطح تختی را بین خود ایجاد می کنند که آن را می توان دیوار در مشترکچشمه خط جریان 

  . اگر چشمه روی دیوار باشد می توان دیوار را نیمدایره ای به شعاع بینهایت فرض کرد.فتنظر گر

  
  یک چشمه نزدیک دیوار و تصویر آیینه ای آن: 11- 7شکل 

 

می توان یک چاه در روی نیمدایره ای به شعاع بینهایت ) 11-7(در واقع برای هر چشمه در شکل 
 باشد، R به شعاع  دیواره غیر تختی مانند یک استوانه،با این توضیح اگر مرز جامد. متصور شد

 تصویر ، آن که در بینهایت قرار دارد باید نسبت به دیواره استوانه باچشمه و همچنین چاه متناظر
  .نشان داده شده است) 12-7(این موضوع در شکل . شوند

  
  یرهای آینه ای چشمه در نزدیکی استوانه جامد و تصو: 12- 7شکل 
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 مرکز استوانه، تصویر    ′B که در بینهایت قرار دارد در نقطه         ′Aهمانطور که شکل نشان می دهد، چاه        
2Rab رابطـه   داخل استوانه بگونه ای تـصویر مـی گـردد کـه            B در نقطه    Aشده است و چشمه      = 

به این دلیل کـه دارای زاویـه        متشابه هستند،    OAP و   OPBدو مثلث   ) 12-7(در شکل   . برقرار باشد 
 بوده و رابطه     Oمشترک

OA

OP

OP

OB 2OPOAOB به علت تساوی     = 2Rab یا   ⋅=  در  . برقرار است  =
  .می باشد برابر βو αنتیجه زوایای 

در مورد چشمه و چاه مـشاهده نمـودییم کـه تـابع جریـان و تـابع پتانـسیل بـه ترتیـب بـه صـورت               
θψ m±=   و rm ln±=φ با صرفنظر کردن از اثرات چاه واقع در بینهایـت          ) 12-7( در شکل    . است

  : از نقطه نظر تابع جریان خواهیم داشتPبرای هر نقطه روی استوانه مانند
.)()()( 11321 constmmmmP ==+=+=−+= πβθαθθθθψ  

αθπθθ: توجه داریم که =−∠−=− 332 )( OBP  
   

 زیر چشمه صفر  در امتداد دیواره روی  سرعت،قی افهدیوار  یک در حالت چشمه نزدیک )4-7مثال
 به صفردوباره  ،دوراست و سپس افزایش یافته به ماکزیمم می رسد و بعد کاهش یافته و در فاصله 

دو بعدی  اگر قدرت چشمه.می رسد
s

m2

 که چشمه باید از دیواره پیدا کنیدفاصله مناسبی را  باشد 8

 ه در امتداد دیوار حداکثرتا سرعت قرار گیرد
s

m
  . شود5

  
 -حل

rmVrدر هر نقطه برای چشمه        چشمه و تصویر آن برابر      با وجود  walluسرعت در روی دیواره      =/
  :است با

θθ cos
2

cos2
r

m
Vu rwall ==  

  :می توان دید که) 13-7(از شکل 

( )
r

x
axr =+= θcos,2

1
22  

  :در نتیجه
                               

22

2

ax
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uwall +

=  
  :                                                    پس 
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  :نقطه ای از دیوار که ماکزیمم سرعت دارددر 
                                   

a

m
Vax

dx

du
r

waal =⇒=⇒= max)(0  

m:                                                                     ر نتیجه د
V

m
a

r

625.1
5

8

)( max

===  

  

  
  )4- 8(چشمه مربوط به مثال : 13- 7شکل 

  
axبرای    در امتداد دیوار سرعت کم و فشار زیاد می شود و احتمال جدایی در جریان وجود دارد                  <

  . نقطه جدائی را پیش بینی کرد، مرزیلایهی تئورز  امی توان
  
  

یک ورتکس را در نزدیکی دیواره تخت نشان می دهد که معادل با ورتکس و تـصویر                 ) 14-7(شکل  
به عبارت دیگر جریان نزدیک یک جفت ورتکس با         . آینه ای آن با گردش در جهت مخالف می باشد         

 معادل با یک ورتکس در جریان محدود شـده بـا   قدرت برابر و جهت مخالف در جریان غیر محدود،  
  .یک  دیواره تخت است

 
  ورتکس در نزدیکی دیواره تخت و تصویر آینه ای آن: 14- 7شکل 

  
 مرز جامد وجود داشته باشد، تصویر روی هر مـرز دارای تـصویر دیگـری          بیش از یک  در حالاتی که    

 مجموعه ای از بینهایـت تـصویر بوجـود        در حقیقت ... روی مرز دیگر نیز می باشد و به همین ترتیب         
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بخشی از این مجموعه نامتناهی تصاویر را برای چشمه ای که در میـان دو        ) 15-7(شکل  . خواهد آمد 
  . از هم قرار گرفته اند نشان می دهدlصفحه تخت موازی که به فاصله 

  

  
  موازیچشمه در نقطه میانی بین دو دیواره تخت : 15- 7شکل 

  
 شامل جملات مربوط به خود چشمه  که بصورت یک سری نامتناهی،در این حالت تابع جریان معادل
  .و تصاویر آنهاست خواهد بود

....)
2

tantan...
2

tantan(tan 11111 ++++++−+−+== −−−−−∑ x

ly

x

ly

x

ly

x

ly
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y
mmp θψ  
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  تمرین های فصل هفتم

ψφبرای   -7-1 iw zFw)( که همان تابع مختلط      =+  ـ    می باشد چ ـ   =  برقـرار   ده شـرطی بای

تـابع  مـی تواننـد      φ و   ψباشد تا این تابع تحلیلی باشد؟ در صورت تحلیلی بـودن آیـا              

 یـا خیـر؟     باشندجریان و تابع پتانسیل جریان غیر چرخشی دو بعدی روی صفحه تخت             

 چرا؟

zFw)(تابع تبدیل    -7-2  جریان و تابع پتانسیل سرعت را برای جریان های موازی با ، تابع =

فرض کنید جهت جریان ها جهت مثبت محورهای .   بیابیدy  و موازی با محور   xمحور  

x و y  باشند. 

xyyxتابع جریان برای یک جریان دو بعدی برابر بـا            -7-3 4469 +−+=ψ       مـی باشـد تـابع 

پتانسیل و سرعت مختلط
dz

dwو مولفه های سرعت در این جریان را بیابید . 

   کـه در مبـدأ مختـصات قـرار دارد،         ) ورتکس غیـر چرخـشی    (برای جریان ورتکس آزاد       -7-4

 بنویسید، تابع جریان و تابع پتانسیل آنرا        Γمولفه های سرعت را بر حسب سیرکولاسیون      

zFw)( مختلط    تبدیل تابع. به دست آورید   سه خـط جریـان و      .  را  برای آن بنویسید     =

 را بـرای یـک      rتوزیع سرعت در طـول      . سه خط پتانسیل آنرا با دقت خوب رسم کنید        

زاد مقایسه  آورتکس طبیعی مثلاَ گرداب رسم کنید و جریان گرداب طبیعی را با ورتکس              

در کدام قسمت از جریان گرداب طبیعی، ایـن        . یح دهید کرده تفاوت و تشابه آنها را توض      

  جریان چرخشی است و در چه قسمتی از آن می توان ورتیسیتی را صفر فرض کرد؟

) دو دیوار عمود بـر هـم  ( درجه 90در جریان غیر لزج تراکم ناپذیر دوبعدی در یک زاویه        -7-5

θψتابع جریان در مختصات قطبی به صورت  2sin2 2r=ی باشد م. 



 ١٤١/ در صفحه ی دو بعدلی پتانسانی و جریلیتوابع مختلط تحل - فصل هفتم  

zFw)( و تابع تبدیل مختلطφ تابع پتانسیل جریان-الف   . این جریان را بیابید=

  . چند خط جریان و چند خط پتانسیل را با تقریب خوب رسم کنید-ب

  . سرعت مختلط را در این جریان مشخص کنید-ج

 در صورتی که دانسیته سیال       -د
3

1000
m

kg          باشـد و فـشار در نقطـه mr  برابـر بـا     θ=0 و   =1

kPa30 باشد، فشار را در نقطه mr  و =5.0
2

πθ  . به دست آورید=

)(تابع تبدیل برای جریان اطراف استوانه        -7-6
2

z

a
zUw += تابع جریـان و تـابع      .  می باشد  ∞

 و دو خط جریان دیگر را بـا    ψ=0پتانسیل این جریان را به دست آورید و خط جریان           

بـا تـابع    ( بـا یـک ورتکـس        جریـان فـوق       ترکیـب  نشان دهیـد  . دقت خوب رسم کنید   

rجریان
k

ln
2π

در ایـن حالـت     . کولاسـیون اسـت   معادل جریان اطراف استوانه با سیر     ) −

zFw)(تابع جریان و تابع تبدیل        و  w کنیـد و شـکل جریـان را در صـفحه           عین را م  =

سرعت مختلط   .  رسم کنید  zصفحه
dz

dw            و مولفه های سرعت و نقاط سکون را در ایـن 

ضریب بدون بعد    . ص کنید جریان مشخ 
22/1 ∞

∞−=
U

PP
cp ρ

 را روی جسم به طـور تقریبـی         

 .رسم کنید

 در سیال حقیقی حـول محـور خـود دوران داشـته             aدر صورتی که استوانه ای با شعاع         -7-7

طـوط جریـان و    عمود بر محور آن عبور کند، شکل خ  Uباشد و جریان سیال با سرعت       

بی بعد چه تفاوتی با حالت جریان پتانسیل اطراف استوانه بـا سیرکولاسـیون    توزیع فشار 
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در مورد نیروهای پسا و برآ       . دارد؟ تفاوتها را با رسم شکل مشخص کنید و توضیح دهید          

 در هر حالت چه می توان گفت؟

11 با تـابع جریـان       −aنقطه   در    ها x روی محور    جریان چشمه یک  ترکیب   -7-8 θψ m=  و 

22 با تابع جریان     aر نقطه   د ها   xروی محور   چاه  یک   θψ m−=        و جریـان مـوازی بـا 

شی اطراف یک بدنه دو بعدی بیضی شـکل   معادل جریان ایده آل غیر چرخ،U∞سرعت  

 .می باشد) استوانه با مقطع بیضی(

zFw)( تابع جریان و تابع پتانسیل این جریان را به دست آورید و تابع مختلط                -الف  را برای   =

  .این جریان بنویسید

 سرعت مختلط  -ب
dz

dw و مولفه های سرعت rv و θv یا uو vرا بر حسب  rو θ یا xو y  

  .به دست آورده و محل نقاط سکون را مشخص کنید

 رسم کـرده و دو      z و صفحه  wی را به دست آورید و شکل جریان را در صفحه             معادله بیض  -ج

  .خط جریان را نسبتاَ دقیق در اطراف بیضی رسم کنید

( رابطه ای بر حسب متغیرها برای فشار بدون بعد روی بیضی  -د
2/1

(
2
∞

∞−
U

PP

ρ
 بـه دسـت آورده و   

  . فشار بی بعد را اطراف بیضی نشان دهیدتوزیع

یک چشمه با شدت    -7-9
s

m2

چـشمه دیگـری بـا شـدت        .  در مبـدا مختـصات قـرار دارد        30

s

m2

در نقطـه    y و   xمولفـه سـرعت را در جهـت هـای           .   قرار دارد   −)0,1( در نقطه  20

 .  نیز بیابید)1,1( همچنین مولفه های سرعت را در نقطه. بیابید −)0,1(
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خطوط جریان را بین دو جسم دو بعدی زیر و خارج           استفاده از روش تصویر آینه ای       ا  ب -7-10

 آیا این جریان می تواند مشابه جریان حرکت یک ایرفویل نزدیـک سـطح   .آنها رسم کنید  

  جامد افقی باشد؟ چرا؟

  
  10-7مربوط به تمرین : 16- 7شکل 

  
یک ورتکس آزاد مطابق شکل در یک سیال غیر لزج، نزدیک دیـواره صـلب افقـی قـرار                -7-11

توزیع سرعت به صورت     . گرفته است 
r

K
rv  فاصله تـا مرکـز ورتکـس        r بوده که    )(=

)0(0است و    =v .    0اگر ورتکس در لحظه   . اشدجهت ورتکس پادساعتگرد می ب=t  در 

 حال سکون باشد، با گذشت زمان چه اتفاقی رخ می دهد؟ چرا؟

  . تغییری رخ نمی دهد-الف
  . قدرت ورتکس کم می شود-ب
  . ورتکس به سمت راست حرکت می کند-ج
  . ورتکس به سمت چپ حرکت می کند-د
  . ورتکس از دیوار دور می شود-ه
  . به دیوار نزدیک می شود ورتکس-و

  
  11-7مربوط به تمرین ورتکس نزدیک دیواره صلب : 17- 7شکل 



 

 

  

  

  

  

 مهشتفصل 

  1انتقال دایره
  

   ایده کلی-1- 8

  مختلط الگوی جریان حول یک سیلندر که از تبدیل       







+=

1

2

1 z

a
zUw         به دست می آید را می تـوان 

بنابراین جریان حول سیلندر را مـی تـوان الگـوئی در    . به الگوهای جریان در صفحه جدید تبدیل کرد    
 .شـود  منتقل می Z در نهایت به صفحه فیزیکی، چند تبدیل از در نظر گرفت که بعد1Zصفحه میانی 

     تبـدیل   Zبـه پروفیـل جدیـدی در صـفحه     a  دایره ای به شـعاع 1Zدر همه این حالات در صفحه 
. هاسـت xرا همیشه برابر واحد می گیریم که در جهت مثبت محور  Uبرای آسانی سرعت. می شود

  :داریم 1Zبه صفحه wاز صفحهدر آن صورت 

[ ]22
1

1

2

1 4
2

1
awwz

z

a
zw −±=⇒+=  

 شکل الگوی جریـان حـول صـفحه تخـت،           ، صحبت خواهیم کرد   درباره آنها جریان های فیزیکی که     
  .می باشد  نامتقارنحول کمان و آیرفویلجریان ، خط جریانیجریان حول بیضی، جسم 

                                                
1 Transformation of the Circle 
 

)١-٨( 



 ١٤٥/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

  یک نقطهآینه ای   تعریف تصویر-2- 8
OQOR است، به طوری که R نقطهxنسبت به محور Q مثل هر نقطه1تصویر  و زاویه دو =
)/(1 قرینه یکدیگرند، یعنی اگر OR وOQبردار 1

2 θieraOQ =
)/(1 باشد، آنگاه → 1

2 θieraOR −
→

= 
1rOPحال اگر طول . خواهد بود 1 باشد خواهیم داشت =

1
θierOP → و مجموع دو بردار=

OP و 
→

OR برداری مثل θireOS =
  : را می دهد که →

→→→
+= OROPOS  

  :و خواهیم داشت
11

1

2

1
θθθ iii e

r

a
erreOS −

→
+==  

 را می توان از روش برداری متوازی الاضلاع به دست آورد و خواهیم دید کـه بـا قـرار دادن                      Sنقطه
θθ ii rezerz == ,1

  . می توان به طور هندسی الگوی تبدیل جریان حول استوانه را رسم کرد11

  
  ه و معکوس نقطه تصویر نقط گرافیکی نمایش: 1- 8شکل 

   و انتقال دایرهتعریف نقطه معکوس -3- 8
 نقطـه ای  ،  a و شـعاع     Oنسبت به دایره ای به مرکز      P هر نقطه ای مثل    2طبق تعریف، نقطه معکوس   

2aOQOP واقع شده و رابطه OP که روی خطاست Qمانند  را OPاگـر بـردار   . برقرار باشـد ⋅=
1

1
θier   بگیریم معکوس نقطه P خط رویOP   نقطه Q    1   می باشد بطوریکـه

2
2

/ ra
OP

a
OQ == 

  :با توجه به اینکه وخواهد بود 
1

1
θi

erOP =
→  

  :می توان دید که) 2-8(و ) 1-8(از شکل های 
                                                

1  Image  
2  Inverse point 

)٨-۴( 

)٢-٨( 

)٣-٨( 
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1

1

2
θi

e
r

a
OQ =  

  
  Pنقطه برای  انتقال دایره :2- 8شکل 

 

11

1

2

1
θθθ iii e

r

a
erOROPreOS −

→→→
+=+==  

1از 
11

θierzOP   :داریم  ==

1

2

1 z

a
zreOS i +==

→
θ  

1تابع تبدیل  با Pنقطهیافته  انتقال Sپس
2

1 / zazz   . می باشد=+
  

1رسم تابع تبدیل  -4- 8
2

1 / zazz   ی به صورت گرافیک=+
 روی  Qنقطـه باشد، نقطه معکـوس آن یعنـی         a روی دایره به شعاع      Pطبق مباحث پیشین اگر نقطه    

ا  ب Pانتقال یافته نقطه   S و است aنسبت به دایره   Pتصویر معکوس نقطه   Rنقطه .خودش قرار دارد  
1تابع تبدیل   

2
1 / zazz  بـه  xنـسبت بـه محـور   بردار بردار و تصویر آن یک است که از مجموع    =+

 بـه  x روی محـور ی به خطaنقاط واقع در روی دایره به شعاع     ) 3-8( پس طبق شکل     .دست می آید  
  .می شوندتبدیل  a2تا −a2 از a4طول 

  
1 رسم گرافیکی انتقال دایره :3- 8شکل 

2
1 / zazz +=  

  

)٨-۶( 

)٧-٨( 

)٨-۵( 



 ١٤٧/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

   نازکتختجریان موازی با یک صفحه  -5- 8
]تبدیل یا انتقال       ]22

1 4
2

1
awwz حول دایره ای به     را به جریان     wجریان موازی در صفحه      =±−

  چون،منفردبرای یافتن نقاط .  منتقل می کند1Z در صفحه aشعاع 
1

2

1 z

a
zw   :بنابراین.  است=+

az
z

a

dz

dw ±=⇒=−⇒= 12
1

2

010  

azپس نقاط    01 و همین طور در     هستند منفردنقاط   1=± =zمقدار −∞=dzdw  مـی شـود کـه    /

رابطه انتقال یا تبدیل بعدی      . یک نقطه منفرد است   
1

2

1 z

a
zz را  a می باشـد کـه دایـره بـه شـعاع             =+

)0,2(تبدیل به خطی می کند که از        ) 4-8(مطابق شکل  a−  0,2(تا( a      رسم شده است که می تـوان آن 
 بقیه جریان به جریان موازی بـا محـور          . در نظر گرفت   a4فی بدون ضخامت و به طول       را صفحه صا  

x      ها در جهت مثبت محورx   1در صفحه   . تبدیل می شودZ   منفرد نقاط az  مـی باشـد ولـی در       1=±
az در منفردنقاط   Zصفحه   .می باشد z=0و  =2±

  مـثلاَ ،باید توجه داشت که الگوی تمام این تبدیل های دایره را می توان به طریقه گرافیکی پیـدا کـرد           
  . که دایره تبدیل به خط مستقیم می شوددیدیم یبرای این حالت از طریق گرافیک

  
  کز ناتختیک صفحه  ی بازجریان موامراحل ایجاد  :4- 8شکل 

  

  تختجریان عمود بر صفحه  -6- 8
12  تبدیلاگر به وسیله izz  درجه تغییر دهیم و سپس آن را به 90 جهت جریان حول دایره را =−

)/(صفحه فیزیکی  2
2

2 zazz  در آن صورت جریان عمود بر صفحه تخت ، نگاشت دهیم=+
12 انتقال )5-8(طبق شکل. خواهیم داشت izz  −π/2 به اندازه را 2Z جهت جریان در صفحه =−

)/(لاخره تبدیل ا و بمی دهد دوران 1Z جهت جریان در صفحه نسبت به 2
2

2 zazz  جریان در =+
  . می کند a4  به طولتخت یک صفحه ها را تبدیل به جریان عمود برyامتداد منفی محور 
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azنقاط  نقطه سکون و z=0نقطه ، را نشان می دهدت ذکر شده تبدیلامراحل ) 5-8( شکل 2−= 
azو    .قاط منفرد می باشند نصفحه تخت، دو انتهای =2
  

  
  تختجریان عمود بر صفحه مراحل ایجاد : 5- 8شکل 

   :داریم

12 izz −=  
  :پس

 2
2

1 iz
i

z
z =

−
=  

با توجه به اینکه 
1

2

1 z

a
zw   : است، بنابراین=+









−=+=

2

2

2
2

2

2 z

a
zi

iz

a
izw  

  :پس
2

2

2

2
2









−−=

z

a
zw  

 و چون
2

2

2 z

a
zz  :است =+

222 4azw =+  
                                                                           :بنابراین

22 4aziw −=  
  و داریم

22 4azi

z

dz

dw

−
−= 

  

)٨-٨( 

)٩-٨( 

)١٠-٨( 

)١١-٨( 

)١٢-٨( 

)١٣-٨( 

)١-٨۴( 
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azبه ازاء مقدار     21 ±=  ،∞=dzdw 01اء   و به از   / =z  ،0/ =dzdw یعنی ایـن سـه نقطـه    ، است 
  .منفرد هستند

  
  خطوط جریان عمود بر یک صفحه تخت :6- 8شکل 

  
   کـه   مـی باشـد     قـائم  وارهی د  صفحه یا  کیکانال به طرف    داخل   انیجریکی از کاربردهای این مسئله،      

به مقدار    پایانیتبدیل   در   Zآن را با دوران صفحه     می توان 
2

πبا ضرب کردن .  به دست آوردz  تبدیل
izz جریان در صفحه فیزیکی iدر نهایی     .به دست می آید '=

i

z
z

'=  
alجایگذاری  با     :داریم) 13-8(در رابطه  =2

2

22
2222

)(
)('

)
'

(
i

liz
il

i

z
ilziw

−=−=−=  

  :در نتیجه

  22' lzw +=  

  
 جریان کانال به طرف یک صفحه یا دیواره قائم: 7- 8شکل 

)١-٨۶( 

)١-٨۵( 
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  جریان حول یک بیضی -7- 8
1در حالت اول انتقال دایره اگر آخرین تبدیل را          

2
1 / zbzz ab قرار دهیم به طوری که       =+  باشـد   >

)0,2(از   به خط مستقیم     1Z در صفحه    b صورت دایره به شعاع      در آن  b−   0,2( تا( b      تبـدیل شـده و 
  . می شودZ تبدیل به بیضی در صفحه aدایره 

1

2

1 z

a
zw +=  

1

2

1 z

b
zz +=  

   .نگاشت این جریان را نشان می دهدراحل م) 8-8(شکل 

  
  جریان حول یک بیضیمراحل ایجاد  :8- 8شکل 

  :داریم

az
z

a

dz

dw ±=⇒=−⇒= 12
1

2

1

010  

bz
z

b
dz

dz ±=⇒=−⇒= 12
1

2

1

010  

azپس نقاط    bz و   1=± bzری با جایگذا. می باشند1Z نقاط منفرد در صفحه    1=±  در رابطـه   1=±
 به دست می آیند که مانند دو کـانون          b4در دو انتهای خط به طول      Zنقاط منفرد در صفحه   )  8-18(

azبـا جایگـذاری   از طرفی   . بیضی هستند   بـه   ،Zنقـاط منفـرد در صـفحه        ) 18-8 ( رابطـه     در 1=±

)(صورت
2

a

b
az   . به دست می آیند=±+

روی دایره ای با شعاع است که این نقطه  bنسبت به دایره  معکوسی دارایa روی دایره 1Pهر نقطه 

a

b2

2، زیرا  گیردقرار می 
2

ba
a

b  P است وb نسبت به دایره1Pتصویر معکوس نقطهp'1.  است⋅=
1 با تابع تبدیل 1Pانتقال یافته نقطه

2
1 / zbzz معکوس آن و تصویر  1Pاز مجموع بردار است که =+

  . این موضوع در شکل زیر نشان داده شده است. به دست می آیدxنسبت به محور

)١٧-٨( 

)١٨-٨( 

)١٩-٨( 

)٢٠-٨( 



 ١٥١/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

  
  )الف(

  
  )ب(

  ایجاد گرافیکی جسم بیضی شکل ) الف: 9- 8شکل 
  مشخصات بیضی نگاشته شده) ب

  

  
  )ترکیب جریان یکنواخت و چشمه و چاه( یک بیضیفاطرا خطوط جریان :10- 8شکل 
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  جریان حول جسم خط جریانی متقارن دو بعدی -8- 8
 مثلا اگر   .از بین می رود   در تبدیل    مبدا مختصات نباشد تقارن      روی a قبلی مرکز دایره   نگاشتاگر در   

mzz را با تبدیل     aابتدا مرکز دایره   += ocm که به فاصله     c از مبدا به نقطه    12  از مبدا مختصات    =
تقارن نسبت به محـور   Z صفحه  ایجاد شده درها قرار دارد منتقل کنیم در پروفیلxدر امتداد محور 

yزیر مرکز دایره ازبا تبدیل. می رود ها از بین oبه cمنتقل می شود :  
 mzz += 12   

2پس از آن با تبدیل  
2

2 / zbzz  b4بدیل به خط مـستقیم بـه طـول     تo و مرکزb دایره به شعاع=+
ma  و به شعاع   o دایره ای به مرکز     و می شود   c بـه مرکـز  a امـا دایـره  ، تبدیل به بیضی می شـود    +

ایـن  .  بیضوی و طرف دیگرش افقی و نوک تیـز اسـت    تبدیل به شکلی می شود که یک طرفش تقریباَ        
 می توان   )11-8( با مراحل نشان داده شده در شکل          حالت های قبل   مانند ی را از طریق گرافیک    جریان

  .به دست آورد

  
  جریان حول جسم دوکی شکل متقارن دوبعدیمراحل ایجاد  :11- 8شکل 

  
بعـدیخط  جـسم دو  ایجـاد    )12-8(شـکل   ،  مند می نا  1کیسنتیجه را پروفیل متقارن خط جریانی یاکوف      

  .یاکوفسکی را نشان می دهد جریانی

  
   متقارن دوبعدیخط جریانیایجاد جسم  :12- 8شکل 

                                                
1  Joukowski 

)٢١-٨( 



 ١٥٣/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

   جریان حول کمانی از دایره-9- 8
 در صـفحه  a را به جریان حول دایره ای بـه شـعاع  wجریان موازی در صفحهابتدا در این حالت نیز  

1Zمنتقل می کنیم .  

)(
1

2

1 z

a
zw +−=  

دهیم که این تبدیل       انتقال می  mها به فاصله کوچک   y در امتداد محور     c به oمرکز دایره را از   سپس  
  . می باشد2Z به صفحه 1Z صفحه از

imzmezz
i

+=+= 1

)
2

(

12

π

  
 را  c بـه مرکـز    a استفاده می شود که دایره      زیر  از تابع تبدیل   Zو بالاخره برای انتقال به صفحه نهایی      

  :می کند  ABتبدیل به کمان

)(
2

2

2 z

b
zz +=  

   
  خطوط جریان اطراف کمان دایرهمراحل ایجاد : 13- 8شکل 

  
bABخط  تبدیل به b باشد در این صورت دایره1OB طوری انتخاب شود که برابر bاگر 4=     

   . تبدیل به کمان و بقیه جریان تبدیل به جریان حول کمان می شودc به مرکزa دایره می شود و
  : در صفحه  به روش زیر زیر مشخص می شوندsنقاط سکون

bz
z

b

dz

dz ±=⇒=−= 22
2

2

2

01  

b
b

b
bz 2

2

±=
±

+±=  
شکل زیر .  نقاط منفرد با سرعت های بی نهایت می باشند   ،ABیعنی از لحاظ تئوری دو انتهای کمان        

  و   c بـه مرکـز    aهمانگونه که شکل نشان می دهد دایره      . رسم گرافیک تبدیل کمان را نشان می دهد       
 . استb و شعاعo به مرکزbدایرهو  a شعاع

  
 

)٢٢-٨( 

)٢٣-٨( 

)٢-٨۴( 

)٢-٨۵( 

)٢-٨۶( 
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  )الف(

  
  )ب(

  ایجاد گرافیکی کمانی از دایره) الف: 14- 8شکل 
  مشخصات کمان نگاشته شده) ب

  

به وسیله تقارن 
1

2

11 '
r

b
OPOE .  استb نسبت به دایره 1p نقطه تصویر معکوس p'1 یعنی==
 1F ضمنا تصویر معکوس نقطه ، تبدیل می شودZ  به کمان در صفحهaبنابراین هر دو قسمت دایره

پس .  استDنقطه 
1

2

1 r

b
OF 11 که =

→→→
−= OFODOD 1وقتی که . استF 1 روی نقطهD است در 

  : داریم2Zصفحه 

1

2

111 )(
r

b
OFODODDD ==−=  )٢٧-٨( 



 ١٥٥/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

  :همچنین

1111 )( OFODDDODOD −=−=  
  :در ضمن

)()()( 1 mamaOFmaOD −−+=−+=  
  : کمان داریم افقی و طولمرکزی برای ضخامت در نتیجه

mOD 2=  
bAB 4=  

  
  خطوط جریان اطراف کمانی از دایره: 15- 8شکل 

  

  نا متقارن  یا هیدروفویلجریان حول یک آیرفویل -10- 8
 در صـفحه    a را به جریان حول دایره ای به شـعاع         wخت از سمت چپ در صفحه     ابتدا جریان یکنوا  

1Zمنتقل می کنیم .  

)(
1

2

1 z

a
zw +−=  

ocm بـه انـدازه   c به نقطـه oرا از نقطه  a مرکز دایرهسپس =δزاویـه  بـا   و =
∧

cox   تغییـر مکـان        
  : زیر می باشدتابع تبدیل برای این تغییر مکان به صورت. می دهیم

 δimezz += 12   

  b  دایـره  زیـر نگاشـت  خواهد بود که به وسیله Z صفحه به 2Z از صفحه  نهاییبالاخره تابع تبدیل
را پیـدا  نامتقارن شکل ایرفویل ) cبه مرکز   ( a شده و دایره   b4 تبدیل به خطی به طول     1OBبه شعاع   

  .خواهد کرد

2

2

2 z

b
zz +=  

)٢٨-٨( 

)٢٩-٨( 

)٣١-٨( 

)٣٠-٨( 

)٣٢-٨( 

)٣٣-٨( 

)٣-٨۴( 
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 را  آیروفویـل  می توان شکل دقیق      ی روش گرافیک  با .می دهد   شده را نشان   ذکرمراحل  ) 16-8(شکل  
  . دکرپیدا 

  
   یک ایروفویل نامتقارنمراحل ایجاد جریان اطراف: 16- 8شکل 

  
  و ضـخامت   b4 با طول    یکمان به شالوده    11BEو شعاع    1E دایره به مرکز     ،)17-8 (با توجه به شکل   

      Z تبـدیل بـه ایروفـویلی در صـفحه         aدایره بـه شـعاع      در حقیقت،  . تبدیل شده است   12OE مرکزی
مقـدار  .  باشـد   و شکل کلی کمـانی را دارا مـی         ،تیزو   باریک   ی و دم  )پخ ( گرد شده  یمی شود که سر   

 دارد و مقدار کمانی شکل بـودن آیروفویـل بـستگی بـه              c نقطه xپخی و کشیدگی بستگی به فاصله     
δimezzبـا تبـدیل     .  صـفر مـی باشـد      در این ایروفویل زاویه دم    .  دارد c نقطه yفاصله +=  مرکـز   12
در تبـدیل از     منتقل مـی شـود       x محور  به  نسبت δ و زاویه    m به فاصله  c به نقطه  o از نقطه  aدایره

1OBbبه شعاع  bروی دایرههم  که 1Bنقطه  Zصفحه   به   2Zصفحه    اسـت  a دایـره  هم رویو =
.  به شکلی نزدیک خط تبـدیل مـی شـود          a بر روی دایره   1B نقاط نزدیک    ، منتقل می شود   Bبه نقطه   

'1P     روی دایره ای به مرکز'C    1و شعاع'BC      لاخره کل دایره  ابقرار می گیرد وa    تبدیل به ایروفویـل  
mOC توجه داشته باشید که .می شود δπ بوده و زوایای = −==

∧∧

2
' 22 COyyOCبرابر هستند .  

  
   بصورت نامتقارن نگاشته شدهایروفویلمشخصات : 17- 8شکل 

  
  



 ١٥٧/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

  تمرین های فصل هشتم

. می دهد  را نشانaزیر خطوط جریان غیر چرخشی اطراف یک استوانه به شعاع ) الف(شکل  -8-1

 تبدیل کرد؟) ب(توضیح دهید که چگونه می توان این حالت را به شکل 
dz

dw نقاط سکون و ،

می تواند مدل خوبی ) ب( کدام قسمت شکل .نقاط دارای سرعت ماکزیمم را به دست آورید

 برای جریان حقیقی آب یا هوا عمود بر صفحه باشد؟

  
 )1-8( مربوط به تمرین :18- 8شکل 

نشان دهید که با تبدیلات متوالی -8-2
1

2

1 z

a
zw  و =+

1

2

1 z

b
zz ، z به صفحهwاز صفحه =+

 اصلی  معادل جریان اطراف یک استوانه با مقطع بیضی می باشد که قطرzشکل در صفحه

wzzدر صفات . آن در جهت جریان می باشد ,,  شکل نسبتاَ دقیق چند خط جریان را رسم 1

 .کنید و نقاط سکون و نقاط دارای سرعت ماکزیمم را مشخص کنید

نشان دهید که با تبدیلات متوالی -8-3
1

2

1 z

a
zw αiezz و=+ 12  و =

2

2

2 z

b
zz  به w از صفحه=+

 معادل جریان اطراف یک استوانه با مقطع بیضی می باشد که z، شکل در صفحهzصفحه

wzzدر صفات مختلف .  می سازدαقطر اصلی نسبت به جهت جریان زاویه  ,,...  شکل 1

 نقاط سکون و  محل تقریبی نقطه یاzدر صفحه.  دقیق چند خط جریان را رسم کنیدنسبتاَ
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 m9.0 وm1 قطر های بیضی o10=α اگر .سرعت ماکزیمم را مشخص کنیدمحل تقریبی 

 .ضی را به صورت گرافیکی و دقیق پیدا کنیدباشد، چند نقطه از بی

توضیح دهید چگونه می توان جریان غیر چرخشی اطراف یک ایرفویل متقارن با زاویه  -الف -8-4

 و ψ باشد، چگونه می توان تابع جریان، نامتقارن اگر ایرفویل- بحمله صفر ایجاد کرد؟

 در موارد فوق چگونه می توان توزیع سرعت و توزیع - ج به دست آورد؟ راwتابع مختلط

فشار را روی ایرفویل حساب کرد؟ معنی
dz

dwدر چه شرایطی این جریان غیر - چیست؟ د 

 چرخشی می تواند مدل خوبی برای جریان حقیقی سیال آب یا هوا اطراف ایرفویل باشد؟

 و m10ف ایرفویل متقارن شکل زیر در صورتی که طول آن در جریان غیر چرخشی اطرا -8-5

 و سرعت جریان آزاد m1.0ضخامت ماکزیمم 
s

m
U  برابر یک P∞ باشد و مقدار ∞=1

 :اتمسفر باشد

  
 )5-8(مربوط به تمرین : 19- 8شکل 

 

  د که چگونه می توان به این شکل و جریان غیر چرخشی اطراف آن رسید؟ نشان دهی-الف

zFw)( توابع تبدیل -ب  و =
dz

dwرا به دست آورید .  



 ١٥٩/ انتقال دایره    -فصل هشتم  

wzz  در صفات مختلف -ج ,,...  شکل نسبتاَ دقیق چند خط جریان را رسم کنید و نقاط سکون و 1

  .ت ماکزیمم را مشخص کنیدنقاط دارای سرع

 آیا این جریان می تواند مدل خوبی .منحنی توزیع فشار اطراف ایرفویل را با تقریب رسم کنید -د

  برای جریان حقیقی باشد؟

)(طبق تابع تبدیل  -8-6
1

2

1 z

a
zw  تبدیل به جریان اطراف w جریان موازی در صفحه =−+

δimezzپس از دو تبدیل متوالی دیگر .  می شودaع استوانه ای با شعا +=  و 12

2

2

2 z

b
zz  دایره تبدیل به یک ایرفویل دوبعدی غیر متقارن نازک بدون زاویه Z در صفحه=+

 .حمله می شود

wzzدر صفات  نسبتاَ دقیق ط جریان را در جریان غیر چرخشی دو بعدی شکل چند خ-الف ,,... 1  

  . که یکی از این خطوط از نقطه سکون بگذردرسم کنید

wzz نقاط سکون را در تمام صفحات -ب ,,... در شکل ) مرز جسم( روی خط جریان بسته 1

  .مشخص کنید

 مثل هوا یا آب را در رینولدز بالا در  در صورتیکه ایرفویل نازک باشد شکل جریان حقیقی سیال-ج

در این حالت لایه مرزی را به . اطراف ایرفویل با رسم چند خط جریان با تقریب خوب نشان دهید

معادلات حاکم را در قسمتهای طور تقریبی در چند ناحیه مختلف اطراف ایرفویل رسم کنید و 

  .مختلف جریان بنویسید

   .فویل، توزیع تنش برشی روی ایرفویل را رسم کنید در حالت جریان حقیقی روی ایر-د

  



 

 

  

 
 
 

  همنفصل 

  ایروفویل و هیدروفویل
  
  

   و هیدروفویلاصطلاحات در ایروفویل -1- 9
 می باشند که به ترتیب برای به دست آوردن کار مفیـد در            هایی آیروفویل و هیدروفویل سازه یا قطعه     

هواپیماهـا، موشـکها،    بال و ملخ    روفویل ها در    آی.  آب طراحی می شوند     یا خلال حرکت درون هوا و    
  پروانـه و تغییـر جهـت       ل ها بیشتر برای   هیدروفوی.  کاربرد دارند  توربین های گازی  قایقهای بادبانی و    

آیروفویـل هـا و     . دنبه کار گرفته می شو    و توربین های آبی       و پمپها  زیر دریایی ها    و کشتیها، قایق ها  
.  متقارن دو سطح بالایی و پایینی مشابهی دارنـد     انواعقارن و نامتقارن،    مت: هیدروفویل ها بر دو نوع اند     

این مرکز در زوایای حمله متفاوت تغییری نمی کند و در یک بـازه از               . مرکز فشار آنها تغییر نمی کند     
د و مزیت دیگر آن قیمت پایین تـر  نسرعت های مختلف نیز ضرایب برآ و پسای مناسبی تولید می کن           

 نامتقـارن دارای گـستره وسـیع طراحـی          انواع.  نامتقارن می باشد   انواع تر آن نسبت به      و ساخت آسان  
 ضـرایب   مزایای دیگـر آنهـا   تفاوت و  آیروفویل های نامتقارن،  در مورد   . دنح بالا و پایین می باش     وسط

 ـولی قیمت   . بالاتر برآ و پسا و شرایط بازدارندگی بهتر نسبت به آیروفویل های متقارن می باشد               واع ان
  . پیچیده تر استها بیشتر و فرآیند ساخت آننامتقارن،

 به کار  ها و هیدروفویل ها مفهوم بعضی اصطلاحات که در رابطه با ایروفویل به بررسیدر این مرحله
  یا هیـدروفویل    آیروفویل  یک  اصطلاحات مربوط به   برخی) 1-9 (در شکل . خواهیم پرداخت   رود می

 :دیده می شوند عبارت اند از  زیرشکلدر برخی از آنها که اجزا آیروفویل  .مشخص شده است
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  . را به هم وصل می کند آیروفویل و لبه انتهایی)لبه حمله(خطی که لبه ابتدایی: 1وتر. 1
  .است یک مشخصه طولی آیروفویل  کهcبرابر  4فرار تا لبه 3حملهطول خط وتر از لبه : 2طول وتر.2
  .خطی که از هر نقطه وسط بین بالا و پایین آیروفویل می گذرد: 5ط خمیدگیخط متوس. 3
  .حداکثر فاصله ای که خط متوسط خمیدگی از خط وتر می تواند داشته باشد: خمیدگی حداکثر. 4
  .ح بالایی و پایینی در یک آیروفویل می باشدحداکثر فاصله سطو: حداکثر ضخامت. 5
  . ای می باشد که قابل محاط کردن در لبه ابتدایی آیروفویل می باشدشعاع دایره: 6شعاع لبه حمله. 6
  . می باشدUبین وتر و راستای جریان آزاد  αزاویه  :7زاویه حمله. 7

  
  در مقابل جریان یکنواختیا هیدروفویل اجزاء یک ایروفویل : 1- 9شکل 

  
 نیرویی است که از طرف سیال در حال حرکت بر یک جسم در جهت جریان مولفه: 8نیروی پسا. 8

  : نشان می دهیم و به صورت زیر بیان می شودDآن را با . آزاد سیال دور از جسم وارد می شود

2

2

1
AUCD Dρ=  

 تصویر شده جـسم در       سطح A و    در فاصله دور از جسم      سرعت آزاد سیال   U چگالی سیال و     ρکه  
  . ضریب پسا می باشدDCجهت جریان آزاد و 

مولفه ای از نیروی وارده از سیال به جسم است که بـر جهـت بـردار سـرعت جریـان         : 9 نیروی برآ  .9
  :و به صورت زیر بیان می شود. اصلی عمود است

2

2

1
AUCL Lρ=  

                                                
1  Chord line 
2  Chord length 
3  Leading edge 
4   Treiling edge 
5  Camber  
6  Leading edge radius 
7  Angle of attack 
8  Drag force 
9  Lift force 

)١-٩( 

)٢-٩( 
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 ـ با زاوی دو بعدلیدروفوی هیا لیرفوی ا یک وارد بریروهای ن)2-9(شکل   .ضریب برآ است   LCکه    هی
  . می دهدشینما را حمله

  

  
  هیدروفویل دو بعدی با زاویه حملهایرفویل و نمایش نیروهای وارد بر : 2- 9شکل 

  
وجـود دارد   در حالت کلی در مورد هر جسم غوطه ور در سیال، سه مولفه نیرو و سه مولفه گـشتاور                    

  . نشان داده شده است) 3-9(که در شکل 

  
  در سیالنیروهای وارد بر جسم غوطه ور: 3- 9شکل 

  
اگر جسم دارای تقارن حول محور برآ باشد و به طور مستقیم در برابر جریان حرکت کنـد مـساله بـه         

ه گـشتاور،  تنهـا مولف ـ . در خواهد آمد که مورد نظـر ماسـت  ) دو نیرو و یک گشتاور(حالت دو بعدی    
  :شود گشتاور پیچشی می باشد که به صورت زیر بیان می

2

2

1
UACM cM ρ=  

 .و گشتاورهای چرخشی و گردشی صفر است

)٣-٩( 
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   نازک پروفیل های ایروفویل و هیدروفویل-2- 9
مورد   می گردد   و نا متقارن    متقارن  یا هیدروفویل   ایجاد ایرفویل  هایی که منجر به    فصل قبل، تبدیل  در  
، دو منحنی بالائی و پائینی بـه         یا هیدروفویل  فویلایر در انتهای دم     ،ها حالت  این در. قرار گرفت رسی  بر

ی فـرار انتهـای  باید توجه داشت که عملاً ساختن لبه      .یکدیگر مماس می باشند و زاویه آنها صفر است        
 دلخـواه را ایجـاد       می تـوان زاویـه     ی دیگر  به کمک تبدیل   با زاویه صفر امکان ندارد ولی     ) انتهای دم (

 ی خاص حالت 1پروفیل یاکوفسکی . می باشد   Z به   2Zاز صفحه   جایگزین تبدیل   نمود که این تبدیل     
  : است که تابع تبدیل آن به صورت زیر است2 ترفتز–کارمانفون از پروفیل 

n

bz

bz

nbz

nbz
)(

2

2

+
−=

+
−  

21 و ≤< n  بسته به مقدار  .  می باشدn              می توان زوایای متفاوت در انتهـای دم ایجـاد کـرد کـه n  را
 بـه   . این پروفیـل اسـت     )n=2( پروفیل یاکوفسکی حالت حدی   .  انتخاب می کنند   2معمولا کمتر از    

2 داریمn=2 ازاء

2

2 )(
2

2

bz

bz

bz

bz

+
−=

+
  : که با ساده سازی به صورت−

2

2

2 z

b
zz +=  

 تابع تبدیل.  زاویه دم صفر می شود توسط آن،، این همان تبدیل یاکوفکسی است کهدر می آید

 به صورت می تواندز تترف -کارمان
2

22

2 3

)1(

z

bn
zz

 به n=2 به ازاء  کهنیز در نظر گرفته شود =+−

هیدروفویل با دماغه پهن و لبه آیرفویل و پروفیل مناسب  این تبدیل، .کاهش می یابد) 5-9(تبدیل 
نشان داده ) 4-9(همان طور که در شکل آیرفویل یا هیدروفویل لبه انتهایی .  ایجاد می کندانتهایی تیز
  : سه گونه می باشدشده است 

  .  ساخت آن دشوار است وه لبه پروفیل یاکوفسکی این گونه است ک پرندگان به صورت نوک-1
  .  ترفتز این گونه است- نقطه ای با مماس های متمایز که لبه پروفیل کارمن-2
  . لبه گرد که لبه پروفیل کارافولی این گونه است ولی کارآیی آن پایین است-3
  

  
 هیدروفویلآیرفویل و انواع لبه انتهایی : 4- 9شکل 

                                                
1  Joukowski  
2 Von karman-Trefftz 

)٩-۴( 

)٩-۵( 
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روش خط  بر پایه روشهایی مانند ایرفویل ها و هیدروفویل هامشخصات ربردهای واقعی، در کا
، 1 همچنین برخی مقاطع ایرفویل یا هیدروفویل به صورت سری . می شوندمعین،  و ضخامتنیانگیم
بهترین تقسیم بندی ایرفویل و هیدروفویل های مورد استفاده در . نیز طبقه بندی شده اند...  و 2

NACAسیستم توسط دهای واقعی، کاربر
خانواده ها با جداسازی  در این سیستم،.  انجام شده است1

  .ه استشدد رینولدز بالا انجام اعدادر نظر گرفتن توزیع ضخامت و خمیدگی و کارهای تجربی در 

 رقم بر اساس هندسه شکل بنا شده ، چهار رقمی هستند که این چهارNACAیک دسته از فویل های
رقم دوم . درصد وتر استر حسب  بی فویل  خط میانفاصله خط وتر ازرقم اول مقدار بیشینه . اند

 از لبه حمله به صورت دهم وتر می باشد دو رقم آخر  مکان این بیشینه خمیدگینشان دهنده فاصله
ایرفویل یا  2412NACAمثلا . د درصد وتر می باشبر حسبضخامت مقطع ماکزیمم نشان دهنده 
 محل این حداکثر فاصله لبه حمله از  وتر است کهدرصد 2  حداکثر خمیدگی برابر با باهیدروفویلی

تی که مقطع متقارن در صور.   درصد وتر می باشد12 ماکزیمم  طول وتر و ضخامت4.0خمیدگی
  طول وتر درصد12 فویل متقارن با ضخامت 0012NACAباشد دو رقم اول صفر می باشد مثلا 

 برای یافتن توزیع نقاط این ایرفویل یا هیدروفویل می توان از معادله زیر .را ببینید) 5-9(است، شکل 
  .استفاده کرد

( )

01

00

1015.02843.03516.0126.02969.0
2.0

4325.0

≈→=
=→=

−+−−±=

yx

yx

xxxxx
t

y

   
 این مقدار 0012NACA ضخامت ایرفویل بر حسب درصد خط وتر است که برای tدر این معادله، 

  . است و مرکز مختصات بر لبه جلویی ایرفویل منطبق می باشدt=12.0برابر 

  
  NACAبرخی پروفیل های فویل خانواده : 5- 9شکل 
                                                

1  National Advisory Committee for Aeronautics 

)٩-۶( 
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دسته دوم مقاطع پنج رقمی می باشد که این ارقام بر اساس ترکیبی از خصوصیت هیدرودینامیکی و 
 ءرقم اول نشان دهنده مقدار خمیدگی به صورت اندازه نسبی ضریب برآ. هندسه شکل می باشد

ارقام دوم و سوم . یک دهم برابر سه دوم رقم اول استبا  مساوی ، طراحیءطراحی است؛ ضریب برآ
نصف عدد نشان داده شده توسط از لبه حمله است؛ مکان بیشینه خمیدگی با هم نشان دهنده فاصله 

 دو رقم آخر نشان دهنده ضخامت. بیان می کند درصد وتر بر حسب  رااین فاصلهارقام دوم و سوم 
  طراحیء ضریب برآ23015NACAدر  به عنوان مثال.  درصد وتر استبر حسب فویل

3.02.0
2

3 15 فاصله مکان بیشینه خمیدگی از لبه حمله و ×=
2

30 حد ضخامت  درصد وتر و =
215662 دیگر مثالی از دسته.  درصد وتر می باشد15اکثر −NACA رقم اول، مربوط به : می باشد

رقم دوم بیانگر مکان فشار حداقل از . )6( ت که در این مورد جریان لایه ای استنامگذاری دسته اس
حداکثر در  ءضریب برآیک دهم رقم زیر نویس، ). 6.0(لبه حمله به صورت دهم وتر می باشد 

 برآء طراحی، مساوی با یک دهم رقم پس از خط ضریب). 2.0( فشار مطلوب است گرادیانحالت 
  ).15(ضخامت فویل بر حسب درصد وتر است حداکثر دو رقم آخر نشان دهنده ). 2.0(تیره است

، نیز وجود دارد که نمونه ای از آن در شکل  و ضخامتیانیروش خط مانواع دیگر تقسیم بندی با 
  .داده شده است) 9-6(

  
  و ضخامتیمشخصات نوعی ایرفویل با استفاده از روش خط میان: 6- 9شکل 
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  1اشرط کات -3- 9

 بـر طبـق نتـایج    ،وقتی یک جسم نازک مثل ایروفویل و هیدروفویل در جریان سیال حقیقی قرار گیرد         
 دور     آن  ی دم   رمـی و آرامـی از انتهـا       به ن ) لف  ا  7-9(تجربی مشاهده می شود که جریان مطابق شکل         

  . می شود

  
   اطراف یک ایروفویل نازکجریان سیال :7- 9شکل 

  

 در در انتهـای دم   جریان لایه مـرزی در جریان حقیقی یک لایه مرزی اطراف جسم ایجاد می شود که       
 می شود و اگر            در این جریان یک نیروی برآ مشاهده       . می شود  یک ورتکس ایجاد   Bنقطه انتهایی 

.  می توان نتیجه گرفت کـه سیرکولاسـیون وجـود دارد           ، از لایه مرزی اندازه گیری شود      سرعت خارج 
 جریان به دو قـسمت      sنزدیک دماغه جسم، در نقطه سکون       ) ب  7-9(در جریان پتانسیل شکل     ولی  

تقسیم شده و خط جریانی که از این نقطه می گذرد جریان را به رو و زیر جسم تقسیم می کند و دو                       
دوبـاره بـه   ) Aیعنی نقطـه   (خط جریان از رو و زیر در پشت جسم در نقطه سکون عقب    قسمت این   

می کند و بـه خـاطر       طی   Bاین جریان پس از عبور از زیر جسم پیچ تندی را در نقطه              . هم می رسند  
 این جریان به    سرعت در انتهای دم بی نهایت است که        )غیر چرخشی  ( جریان ایده آل   در ،پیچ تند این  

  امکـان نـدارد کـه       نیـز  معادل جریان حقیقی نیست و حتی برای سیال با لزجت بـسیار کـم             هیچ وجه   
 ،  کولاسـیون البتـه بـا افـزودن سیر      .  حرکت کند  A ، در جهت افزایش فشار به طرف         B از نقطه    جریان

 جریان پتانسیل می تواند      با افزودن یک ورتکس با قدرت مناسب،       .را جا به جا کرد      Aمی توان نقطه    
        مشابه جریان حقیقی باشـد اگـر قـدرت سیرکولاسـیونی کـه اطـراف جـسم انتخـاب                    ،قت خوب با د 

بـه  . منتقل کند  B خط جریان تقسیم کننده جریان در پشت جسم را به انتهای دم یعنی نقطه                ،می شود 
 در این حالت شکل جریان مـشابه        . برساند Bنقطه  یعنی  را به انتهای دم       A  سکون عبارت دیگر نقطه  

بنابراین وقتی جریـان اطـراف       .خواهد شد و سرعت بی نهایت نیز نخواهیم داشت        )   الف  7-9(شکل  
 مورد بررسی قرار می گیرد سیرکولاسیون مناسب جریان پتانسیل که        باریک با یک انتهای      نازک اجسام

ن نحـوه  ای.  باید انتخاب شود تا سرعت در انتهای دم محدود باشد  ،جریان را مشابه جریان حقیقی کند     

                                                
1  Kutta 
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 ـایجاد دم کار در ابتدا توسط کاتا پیشنهاد شد و حالتی که سرعت بی نهایت در انتهای               شود را شـرط  ن
 به طور کلی در صورتی که شرط کاتا رعایت شود توزیع سرعت و فشار به دست آمده                  ،کاتا می نامند  

  . رندبا حالت حقیقی داتوافق بسیار خوبی نیروی برآ محاسبه و شکل جریان پتانسیل و 

  
   شرط کاتامختلف  تهایحال :8-9شکل 

  

 )ج (با حالت رعایـت شـرط کاتـا        )الف، ب  (حالات مختلف عدم رعایت شرط کاتا     ) 8-9(در شکل   
، که سیرکولاسیون افزوده شده کمتر    حالاتی   در این شکل به ترتیب از بالا به پایین          . مقایسه شده است  

وقتی سیرکولاسیون دقیقا برابر    . نمایش داده شده است     سیرکولاسیون شرط کاتا باشد،    بیشتر و مساوی  
  .سیرکولاسیون شرط کاتا باشد جریان پتانسیل با جریان حقیقی مشابه خواهد بود

 

   یا هیدروفویلاطراف یک ایروفویل  و حقیقیجریان پتانسیل -4- 9
 زیـر  در جریان سیال حقیقی برای زوایـای حملـه کوچـک جریـان رو و        در عمل    که   ده شد توضیح دا 
   وارد یـا هیـدروفویل  از انتهای دم خارج می شود و نیروی برآ بـه آیروفویـل     یا هیدروفویل   آیروفویل  

 برای مشابهت ایـن      با جریان سیال پتانسیل در ذهن تداعی می کند که          حقیقی جریان   مقایسه. می شود 
ل جریـان   شـک   تـا  اضافه شود  سیرکولاسیون حول جسم     یکدر جریان ایده آل      دو جریان می بایست   
 و نقطه سکون بـه طـرف    گرددبه حالت تجربی نزدیک     خارج از قشر مرزی       در ایده آل غیر چرخشی   

 ـ  در این ارتباط    . انتهای دم تغییر مکان دهد     بـه وجـود آمـدن    رای جلـوگیری از  یاکوفسکی بیان کـرد ب
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در پشت جسم باید ورتکس دیگری اطراف جسم و خلاف جهت ورتکـس اول در       ) ورتکس(گردابه  
 دلیـل بـه وجـود    ،وقتی نقطه سکون بـه دم برسـد    .شوداد کرد تا مجموع این دو صفر        ل جدار ایج  حو

 و ورتکـس ایجـاد شـده توسـط جریـان شـسته مـی شـود و         بر طرف می شـود آمدن ورتکس در دم  
 - ترکیـب شـرط کاتـا و نظریـه یاکوفـسکی، قـانون کاتـا               .مـی مانـد    سیرکولاسیون حول جسم بـاقی    

 و بـا  U  جریـان بـا سـرعت    محاسـبه نیـروی بـرآ در    برای این قانون    از. ستشده ا یاکوفسکی نامیده   
.  مانند جریان حول استوانه با سیرکولاسیون استفاده می شود       حول هر جسم دو بعدی     Γسیرکولاسیون

 نیـروی بـرآ   ،داشته باشیم جسم هر حول Γ اگر سیرکولاسیونUطبق این قانون، در جریان با سرعت      
ΓUρ  و شکل    سطح ی اصطکاک  اثرات ، در جریان سیال حقیقی     لازم به ذکر است که     البته.  خواهد بود 

  پـیش بینـی    به صـورت تئـوری  چهتواند نتایج کاملا متفاوتی با آن می  جریان،جداییجسم و درنتیجه   
تـا   ( با زاویـه حملـه کـم        یا هیدروفویل   ایروفویل یانی خط جر  ولی برای پروفیل   .دکن ایجاد   ،می شود 

در جریـان حقیقـی    نتایج تئوری با نتایج آزمایشی خیلی نزدیک اسـت و اگـر       ،) درجه 10زوایه حمله   
 تـصحیح  δ*لایه مرزی به اندازه ضخامت جابه جاییوجود را به علت    یا هیدروفویل   شکل ایروفویل   

 ،در حقیقت این قانون . بسیار دقیق خواهد بود تئوری نتایج،به کار ببریم را   شده   کنیم و شکل تصحیح   
تئوری نیروی برآ به علت سیرکولاسیون در بال هواپیما، نیروی رانش پره های بادزن و      محاسبه  اساس  
در حرکـت سـیال اطـراف    و  سیلندر چرخـان     ، و نیروی لیفت در     و پره های پمپ و توربین       ها هپروان

 سیرکولاسـیون  رد این قانون محاسبه مقدار مناسـب      مشکل اصلی در کارب   . غیر متقارن می باشد   اجسام  
)Γ(    سیرکولاسـیون   مناسـب  مقـدار و هیـدروفویل    در حالت ایرفویـل     .  در هر حالت است Γ   همـان 

  .مقداری است که باعث می شود انتهای دم یک نقطه سکون باشد
  
   با زاویه حملهپروفیل یاکوفسکی جریان پتانسیل اطراف -9-4-1

 استوکس می باشد که غیر خطی هستند و حل آنها در -معادلات حاکم بر جریان سیال، معادلات ناویر    
ولی در حـالاتی    . استوانه نیز بسیار پیچیده و مشکل است      جریان حول   شرایط مرزی تقریبا ساده مانند      

در جریـان دو    ( استوکس - غیر چرخشی فرض نمود معادله پیچیده ناویر       پتانسیل یا  که جریان را بتوان   
 به معادله خطی لاپلاس تبدیل می شود کـه حـل هـای زیـادی از آن در شـرایط                     )بعدی روی صفحه  

 از روش توابع مخـتلط، بـا         روی صفحه   همچنین در حالت دو بعدی     .مرزی ساده به دست آمده است     
 جسم ساده می توان جریان حول اجسام گوناگون دیگر را به دسـت            داشتن یک حل جریان حول یک     

 تابع جریان باشد پتانسیل     ψپتانسیل سرعت و    تابع   φدر حالت جریان دو بعدی اگر       می دانیم   . آورد
  :مختلط به صورت زیر تعریف می شود



 ١٦٩ / ایرفویل و  هیدروفویل -فصل نهم  

ψφ iw +=  
  . استy و x به ترتیب سرعت در جهت v و uتلط به صورت زیر می باشد که و سرعت مخ

ivu
dz

dw −=  
  : برقرار می باشدجریان، به صورت زیر رابطه برنولی در میدان غیر چرخشی،همچنین در جریان 

  

22 که vuV   . یک ثابت استH سرعت و=+
 زاویه حمله  داراینوع یاکوفسکی کهیا هیدروفویل  اطراف ایروفویل  پتانسیل د شکل جریان  برای ایجا 

α ،لازم از صفحه تتبدیلا باشد w به صفحه فیزیکی z  به قرار زیر است:  
  
  : داریم1z به صفحه w ابتدا با تبدیل از صفحه -1
  

 را به جریان حول w در صفحه U جریان یکنواخت از راست به چپ با سرعتکه این تبدیل شکل
 و مرکز مبدا مختصات با سیرکولاسیون مخالف جهت عقربه های ساعت در صفحه aسیلندر به شعاع 

1z ی زاویه داخل شکل به  دلیل نامگذار. این تبدیل را نشان می دهد)9-9( می کند، شکل تبدیل
βαصورت    . بعداَ روشن می شود+

  
  تبدیل جریان یکنواخت به جریان حول استوانه با سیرکولاسیون: 9- 9شکل 

 

  : می باشد2z به صفحه 1z از صفحه دوم، تبدیل -2
  αiezz −= 12  

  
 زاویه حمله αکه  (−α باعث چرخیدن الگوی جریان به اندازه زاویه )10-9(بق شکل  مطاکه

  .می شود) است

1
1

2

1 ln
2

)( z
ik

z

a
zUw

π
−+−= )١٠-٩( 

)١١-٩( 

)٧-٩( 

)٨-٩( 

)٩-٩( Hvup =++ )(
2

1 22ρ
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  جریان حول استوانه با سیرکولاسیون  ایجاد زاویه حمله درتبدیل :10- 9شکل 

  
  :با تابع انتقالاست که  3z  به صفحه2z از صفحه ،سومین تبدیل -3

δimezz += 23   
  

 این تبـدیل در شـکل   . از مرکز مختصات جابه جا می کند     δ و زاویه    m را به فاصله     aدایره به شعاع    
  .نشان داده شده است) 9-11(
  

  
  رکز مختصاتاز م مرکز استوانه جابجا کردنتبدیل  :11- 9شکل 

  
  : می باشدیاکوفسکی  با تابع تبدیلz به3z از صفحه انتقال) 12-9(تبدیل بعدی مطابق شکل  -4

 
3

2

3 z

b
zz +=  

  
   نامتقارن با زاویه حمله یا هیدروفویلتبدیل نهایی در ایجاد جریان اطراف یک ایرفویل: 12- 9شکل 

)١٢-٩( 

)١٣-٩( 
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 بـه مرکـز مبـدا مختـصات و          bتبـدیل شـده و دایـره      یـا هیـدروفویل      به آیروفویل    c با مرکز  aایرهد
OBbشعاع ، شـکل    قرار می گیرد   −b2 در فاصله  B می شود و نقطه    x تبدیل به خطی روی محور     =

  .را ببینید) 9-15(
  
 )13-9( به صورت نمایش داده شـده در شـکل            یا هیدروفویل  به طور خلاصه ایجاد پروفیل ایرفویل      

  :می باشد

  
  با پروفیل یاکوفسکیو هیدروفویل ایجاد ایروفویل :  13- 9شکل 

  
  با زاویه حمله  و هیدروفویل جریان حقیقی اطراف آیرفویل-9-4-2
  

در تئوری جریان پتانسیل برای استوانه با سیرکولاسیون نیروی برآ پیش بینی می شود ولـی بـه علـت                    
 جریـان پتانـسیل   .جدایی در حالت واقعی، مقدار پیش بینی شده به صورت کامل برقـرار نمـی گـردد               

و ورتکس غیر چرخشی به شکل زیر       حول استوانه با سیرکولاسیون با ترکیب جریان موازی و دوبلت           
  .نشان داده می شود

  
  جریان پتانسیل حول استوانه با سیرکولاسیون: 14- 9شکل 
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 جریان پیرامون یک جسم خط جریانی در ویسکوزیته کم تقریباَ مشابه جریان پتانسیل می باشد و به 
این . روی وزن استفاده کنیمشرط آن که جدایی رخ ندهد می توانیم از نیروی برآ در آن در غلبه بر نی

آب به ترتیب شکل مورد نظر فویل می باشد و همانطور که گفته شد بر اساس محیط کار در هوا و 
برای ایجاد شکل جریان واقعی اطراف ایروفویل یا  .ایروفویل و هیدروفویل می نامندآن را 

  k  با قدرت لازم Γ و سیرکولاسیونαنوع یاکوفسکی که دارای زاویه حمله نامتقارن هیدروفویل 
یا هیدروفویل   ایرفویل نقطه سکون در پشت تامناسب باشد )10-9(در رابطه  k  مقدارباشد، بایستی
نقطه سکون باشد و در آن ) 15-9(در شکل  B در حالتی که نقطه k این مقدار. رسد ببه انتهای دم

0=
dz

dw یا هیدروفویل ایرفویل   حول با جریانمطابقخطوط جریانی و. ، مقدار مطلوب استگردد
یا هیدروفویل ایجاد می شود که معادل جریان حقیقی حول ایروفویل ) 15-9( شکل سمت راستدر 

  .با زاویه حمله کم است

  
   بوجود می آیدلیدروفوی های روفویل جریان حقیقی حول ای خطوطبا انتخاب سیرکولاسیون مناسب،: 15- 9شکل 

  
       :را می توان بصورت زیر محاسبه نمودسرعت مختلط 

                ))()()(( 3

3

2

2

1

1 dz

dz

dz

dz

dz

dz

dz

dw

dz

dw =  

  :در نتیجه

)1(
2

)1(

2
3

2
1

2
1

2

z

b

e

z

ik

z

a
U

dz

dw i

−








−−−=

α

π
  

 پـس در نقطـه   .ن نقطه سـرعت صـفر اسـت    نقطه سکون باشد در آ B اگر ،با توجه به سرعت مختلط    
  :مذکور داریم

   0
2

)1(
1

2
1

2

=−−−
z

ik

z

a
U

π
  

  : داریمkبا حل برای

) ١-٩۵( 

)١-٩۶( 

)١-٩۴( 
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 )
2

/
(4 11

2

i

zza
Uk

−= π   
 در B به نقطه ، این نقطه طبق تبدیلات ذکر شده است1z در صفحهB مربوط به نقطه 1zدر این رابطه

θiaezتوان دید که با جایگزینی، می )17-9(طه راب صورت از .منتقل شده است zصفحه    این در1=

θ، عبارتی بر حسب رابطه
θθ

sin
2

−=−−

i

ee برای اینکه سیرکولاسیون.به دست می آید k طوری 
βαθ باید) 9-9(حاصل شود که انتهای دم یک نقطه سکون باشد طبق شکل   در نظر گرفته =+

، زیرا نقطه سکون بر روی وجه پایین دست استوانه دایروی در صفحه  زاویه حمله استαشود که 
3z جهت عقربه های ساعت به اندازه خلاف  باید درβαθ  بنابراین با جایگذاری. بچرخد =+
)(

1
βα += iaez خواهیم داشت) 17-9( در رابطه:  

  )sin(4 βαπ +=−=Γ aUk  
=Γ یا هیدروفویلدر واحد عرض آیروفویلچون نیروی برآ  UL ρپس، می باشد :  

)sin(4 2 βαρπ += UaL  

2  نیـروی بـرآ  با توجه به رابطـه و  LCبا در نظر گرفتن ضریب برآ    

2

1
UACLF LL ρ==    کـه در آن

aA به صورت زیـر بـه   ، ضریب برآ باشد  می طول وتر  c برابر بایبه طور تقریب در واحد عرض =4
  .آیدمی  دست

)sin(2
2/1 2

βαπ
ρ

+==
AU

L
CL  

) 31-8(و ) 30-8( با توجه به روابط  بررسی شد،در فصل قبلکه در مورد جریان پتانسیل حول کمان 
mhضخامت مرکزی کمان  bcطول کمان و  =2 می توان نشان داد که برای برقراری  است، =4

 یشرط کاتا بایست
b

m

b

m ≈= −1tanβ بنابراین باشد و β برابر ch  . است مثبت ای زاویه که است2/
 مقداری مثبت  مشخص کننده کمان ایروفویل می باشدنیز این زاویه کهیا هیدروفویل یروفویل ارای ب

 ماکزیمم فاصله بین خط میانی با hدر حالت ایروفویل یا هیدروفویل، می توان نشان داد که و ،است
)( باشد منفی زاویه حمله باید صفر،LC  برآ ضریب ایجادبرایبنابراین . وتر فویل می باشد βα −≡.   

در زاویه های کوچک، سینوس زاویه تقریبا به صورت خطی نسبت به زاویه تغییر می کند و مشاهده 
)( درجه، ضریب برآ به صورت تابعی خطی از 14شده است که تا زاویه حمله  βα  . تغییر می کند+

  .را ببینید) 17-9(شکل 
  

)١٠-
 

)١٩-٩( 

)٢٠-٩( 

)١٧-٩( 

)١٨-٩( 
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   تحلیل نیروها در آیروفویل و هیدروفویل -9-4-3
  

با تئوری  به بررسی نیروها و گشتاورهای وارد بر جسم در جریان پتانسیل دو بعدی در این بخش
نیروی وارده بر واحد عرض شامل دو مولفه عمود و موازی جریان آزاد . می شود پرداختهبلازیوس 

  zنامیده می شوند و مقدار گشتاور حول محور ) Dیا  (Xو پسا ) Lیا  (Y برآ  ،ترتیبمی باشد که به 
برای محاسبه نیروها و گشتاورها باید توزیع فشار و . نیز در برخی محاسبات اهمیت پیدا می کند

   .به دست می آید) 9-9( سرعت روی جسم را داشته باشیم که از رابطه برنولی
  

))((
2

1
)(

2

1

2

1 222 ivuivuPvuPUPH −++=++=+= ∞∞ ρρρ  
12 و  استi=−1که در رابطه فوق  −=iداریم) 16-9( با توجه به شکل .  می باشد:  

∫−=
c

pdyX  

∫=
c

pdxY  

  
  منحنی حول جسم برای محاسبه نیروها و گشتاورها: 16- 9شکل 

  
  : زیر را تشکیل می دهیم مختلطکمیت

)()( idydxpiidxdypdxpidypiYX
cccc

−−=+−=−−=− ∫∫∫∫  

  : مختلط فوق داریمرابطهدر ) 21-9(رابطه فشار از با جایگذاری 

∫ ∫ −−++−−=−
c c

idydxivuivuiidydxHiiYX ))()((
2

1
)( ρ 

iyxzبا توجه به اینکه اگر iyxz مزوج مختلط =− 2121 باشد، رابطه =+ zzzz  برقرار است، =
  :خواهیم داشت

∫∫ ∫ +−=+−−++−=−
cc c

idydxivuiidydxivuivuiidxdyHiYX )()(
2

1
))()((

2

1
)( 2ρρ  

)٢٢-٩( 

)٢١-٩( 

)٢٣-٩( 

)٢-٩۴( 

)٢-٩۵( 

)٢-٩۶( 
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∫ انتگرالcچون روی منحنی بسته  +
c

idxdy :                                                          در نتیجه.   صفر است)(

∫=−
c

dz
dz

dw
iiYX 2)(

2

1 ρ  

ivuکه در آن 
dz

dw   . سرعت مختلط است=−
  : حول مبدا ایجاد می کنند برابر است باdY و dXبه طریق مشابه مجموع ممانهایی که نیروهای 

)( ydyxdxpxdYydXdM +=+−=  
  

dM قسمت حقیقی عبارت zdpzاست، زیرا :   
)()())(( xdyydxiydyxdxpidydxiyxpzdpz −++=−+=  

  در نتیجه 
}Re{)(∫ ∫=+=

c c

zdpzydyxdxpM  

}Re{با استفاده از رابطه برنولی و ساده سازی به دست  .  قسمت حقیقی عبارت مختلط می باشد
  :می آوریم

{ }∫−=
c

dzz
dz

dw
M 2)(Re

2

1 ρ  
 
  

ــال  ــتوانه  )1-9مثـ ــراف اسـ ــان اطـ ــرای جریـ ــتلط بـ ــدیل مخـ ــابع تبـ ــا سیرa تـ ــیون  بـ کولاسـ

z
ik

z

a
zUw ln

2
)(

2

π
. سیرکولاسـیون اسـت   k سرعت جریان دور از جـسم و     U که  می باشد  =+−

  .را محاسبه کنید استوانه نیروهای پسا و برآ و گشتاور پیچشی وارد بر
  

  :لط برابر است باسرعت مخت. فرض می کنیم مرکز استوانه در مبدأ مختصات باشد -حل
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تابع 
n
n

z

A
zg   :داریم، از انتگرالگیری به روش مانده ها دارد n یک قطب مرتبه z=0 در )(=
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  : و انتگرالگیری به روش مانده ها)27-9( رابطه از
  

Uki
iUk

AiAidz
dz
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iiYX
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  :بنابراین
0, ==−== XDUkYL ρ  

  :گشتاور پیچشی نیز به صورت زیر محاسبه می گردد) 31-9(از رابطه 
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 روی   می شود و بـرای هـر جریـان غیـر چرخـشی دو بعـدی                تئوری بلازیوس نامیده  ) 27-9 (ادلهعم

 را الزاماَ نباید بر روی مرز جسم بگیریم بلکه تئـوری متغیرهـای     cانتگرال بسته   .  صادق است  صفحه،
مختلط و انتگرالگیری به روش مانده ها این اجازه را به ما می دهد تا این انتگرال را بر روی هر مـرز                       

 .  ای که جسم را احاطه کرده و فاقد نقطه منفردی در ناحیه بین مرز و جسم باشد محاسـبه کنـیم                 بسته
باشـند،   U و سرعت دور از جـسم  Γ سیرکولاسیوندارایکه   با پروفیل دلخواه برای اجسام دو بعدی   

  :، سرعت مختلط زیر را می دهدالگوی جریان اطراف جسم
...

2
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  :در نتیجه
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 ساعتگرد فرض شود Γ زاویه حمله و اگر سیرکولاسیونαکه در آن 
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  : حساب مانده ها داریم تئوری بلازیوس واز
α

α

ρ
π

πρπρ i
i

Uei
eiU

AiYX Γ=Γ=−=− 1  
  : وابستگی به جهت پروفیل جسم از بین می رود و داریمα=0اگر 

0, ==Γ−== XDUYL ρ  
و پسا برای هر   به وسیله آن نیروهای برآ که گویند   می1 یاکوفسکی-قضیه کاتا) 36-9(به رابطه 

نیروی برآ که به طور تئوری برای . ستجسمی از جمله برای ایرفویل و هیدروفویل قابل محاسبه ا
اما . ایرفویل و هیدروفویل محاسبه می شود با دقت قابل قبولی با حالت دو بعدی واقعی تطابق دارد

هنگامی که زاویه حمله به قدری بزرگ شود که در جریان واقعی، وضعیت جدایی به وجود آید توافق 
 برآ و بی مقایسه رابطه بین زاویه حمله و ضراایی برنمودار. بین تئوری و تجربه از میان می رود

. نشان داده شده است) 17-9(ی در شکل اکوفسکی لیرفوی اطراف اانی در جری و تجربی تئوریپسا
  .اگر در پروفیل تجربی ضخامت جابجایی نیز اضافه شود نتایج بهترین تطبیق را با هم خواهند داشت

  
  ویه حمله و ضرایب برآ و پسای تئوری و تجربی در جریان اطراف ایرفویل یاکوفسکینمودار مقایسه رابطه بین زا: 17- 9شکل 

  
 کمتری DCدر حال حاضر پروفیل های متفاوت با پروفیل یاکوفسکی نیز مطرح می شوند که دارای

  . درجه نیز جدایی ایجاد نمی شود17هستند و در آنها حتی تا زوایای حمله بیش از 
سطوح  وارد بر فشار.  را نشان می دهد مختلفی حملهجریان اطراف ایروفویل در زوایا) 18-9(لشک

داده   نمایش)19-9( شکل  به صورت گرافیکی درمختلفحمله  یدر زوایایا هیدروفویل ایروفویل 
) 20-9( در شکل ی وارد بر نوعی ایرفویل نامتقارنهمچنین نموداری از ضرایب نیروها. شده است

  .ئه شده استارا
                                                

1  Kutta-Joukowski theorem 

)٣-٩۵( 

)٣-٩۶( 
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  جریان اطراف ایروفویل در زوایای حمله مختلف: 18- 9شکل 

 
   مختلف حملههای وارد بر ایروفویل در زوایایفشار: 19- 9شکل 
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   ایرفویل یک نوع ضرایب نیروها روی:20- 9شکل 

  

  یا هیدروفویلاثرات محدود بودن پهنای آیروفویل  -5- 9
در قسمت قبل در حالت آیرفویل و هیدروفویل بـا پهنـای            تحلیل جریان برای آیرفویل و هیدروفویل       

 اثرات پروفیل های  وشده دو بعدی فرض  و هیدروفویلیعنی جریان اطراف ایرفویل. بی نهایت است  
سکی در ف ـ یاکو- ولـی ایـده کاتـا     .نددر نظـر گرفتـه نـشد      مخصوصاً اثرات انتهای نوک بال      سه بعدی   

 را در رشته آیروناتیک     ثیرأت بیشترین   ،جریان اطراف بال  و  دو بعدی   و هیدروفویل    ایرفویلمشخصات  
به طرف وسط در    اثرات جریان    و    بال  اثرات جریان به طرف نوک در زیر       ،در بال محدود   .داشته است 

اگـر آیرفویـل و      . در دنبالـه مـی شـود       1 شـو   باعث ایجاد صفحه ورتکـس و جریـان پـائین          ،روی بال 
 بـه   نیزگیریم نیروی برآ کاهش می یابد و نیروی پسای القایی         در نظر ب   محدود با پهنای     را هیدروفویل

  . وجود می آید

                                                
1   down wash velocity 
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   پهنای محدودبا  و هیدروفویلآیروفویلاثر ضریب ظاهری در  -9-5-1
.  نشان  می دهـیم     ar  1محدود بودن پهنای آیرفویل و هیدروفویل را با ضریبی به نام ضریب ظاهری            

ت نسبت مربع پهنای آیرفویـل و هیـدروفویل بـه مـساحت تـصویر شـده آن         ضریب ظاهری به صور   
  .شود تعریف می

pA

b
ar

2

=  

) بینهایـت arاگر مشخصه ضریب ظاهری را به صورت فوق تعریف کنیم، برای جریان دو بعدی      )∞ 
pAb( دارد   خواهد بود و برای پهنای محدود، مقدار       در ایروفویل و هیدروفویل نازک و با زاویه         ). 2/

cbApحمله کوچک به طور تقریبی        تقریبـا برابـر      ar طول وتر است، بنـابراین مقـدار         c که   =.
c

b 
   .خواهد بودنسبت پهنا به طول، 

و ) 21-9(اثر ضریب ظاهری بر روی ضرایب نیروی برآ و پسای آیرفویل و هیدروفویل در شـکلهای     
نمایش داده شده است که نشان می دهند با افزایش ضـریب ظـاهری نیـروی بـرآ افـزایش و                ) 9-22(

  .نیروی پسا کاهش می یابد

  
  نمودار تاثیر ضریب ظاهری بر نیروی برآ: 21- 9شکل 

                                                
1 Aspect  ratio 

)٣٧-٩( 
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  نمودار تاثیر ضریب ظاهری بر نیروی پسا: 22- 9 شکل

 
  

 پهنای سه بعدی با پروفیل  های دو بعدی اثرات و پیچیدگی و هیدروفویلدر بررسی ایروفویل
  .محدود در نظر گرفته نشده است مخصوصا اثرات دو انتهای بال

حالت بال با پهنای چون فشار روی بال کمتر از فشار زیر بال می باشد، در ) 23-9(با توجه به شکل 
ها خواهیم داشت و بطور کلی مانند شکل، سرعت روی بال به  محدود، جریان از زیر به رو در کناره

طرف مرکز بال بوده و سرعت زیرآن به طرف کناره بال خواهد بود و این باعث ایجاد ورتکس در لبه 
  .انتهایی بال و جریان پائین شو در پشت بال می شود

  
   با پهنای محدود یا هیدروفویل ایرفویل انتهایی های لبه درجاد ورتکسای: 23- 9شکل 
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   با پهنای محدود و هیدروفویل پسای القائی و کاهش نیروی برآ در آیروفویل-9-5-2
  

، جریان از زیر به رو  محدودی با پهنالیدروفویایروفویل و ههای  همان طور که پیشتر گفتیم در کناره
ث ایجاد ورتکس در لبه های انتهایی بال و جریان پائین شو در پشت بال خواهیم داشت که این باع

  .می شود

  
  ایروفویل و هیدروفویل با پهنای محدود: 24- 9شکل 

  
 نشان داده شده اسـت، ) 26-9(، همانطور که در شکل  با ایجاد سرعت پائین شو     ،)25-9(مطابق شکل   

 چون سـرعت نـسبی      . است V'∞ نیست بلکه  V∞، دیگر    یا هیدروفویل   با ایروفویل  سیالسرعت نسبی   
→و سرعت پائین شو   یا هیدروفویل    به طرف آیروفویل     V∞جریان، مجموع سرعت اصلی     

W   کـه  است 

→→مجموع آن   

∞+WV  ئین شو، زاویه حمله را که زاویه بین امتداد سرعت       در نتیجه، جریان پا   .  می باشد
مـی شـود زاویـه     است، تغییـر مـی دهـد و باعـث      یا هیدروفویل نسبی جریان با امتداد وتر آیروفویل     

و سرعت ، در واقع زاویه حمله موثر، زاویه بین خط وتر  کاهش یابد eαموثر   زاویه حمله     به αحمله
مـی  ی و باعث کاهش نیروی برآ و ایجاد نیروی پسای القائی در امتـداد جریـان اصـل       است   V'∞نسبی
  .شود

  
  پسای القایی ناشی از ایجاد جریان پایین شو: 25- 9شکل 
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 نیـروی  V'∞ سرعت نسبی به  تغییر و   ε به اندازه     یا هیدروفویل     ایرفویل  زاویه حمله  کاهشبه علت   
 نیـروی پـسای القـائی یـا         )26-9( مطـابق شـکل      کمی کاسته شـده و    ،   یا هیدروفویل    در ایرفویل برآ  

یـا   بـودن پهنـای ایرفویـل        ناشی از محـدود    ،نیروی پسای اضافه شده   این   .ایجاد می شود  نیز  تحمیلی  
  .و ایجاد ورتکس القایی می باشدهیدروفویل 

  
   ایجاد نیروی دراگ تحمیلی در ایرفویل و هیدروفویل با پهنای محدود :26- 9شکل 

  

∞∞

− ≈==−=∆
V

W

V

W
e

1tanεααα 

∞∞ Γ≈′Γ== VVFF eLL ρερε coscos 

 WVFF eLlD Γ≈′Γ== ∞ ρερε sinsin  
  جریان ردیف بی نهایت ورتکس -9-5-3

 در نظر  را)27-9 ( طبق شکلa و در فواصل مساوی kردیف بی نهایت ورتکس با قدرت مساوی 
ii برای هر ورتکس .بگیرید rk ln−=ψ، مجموع آنها،پس تابع جریان کل برای بی نهایت ردیف    
  :می شود

∑
∞

=
−=

1

ln
i

irkψ  
 و بـه     بالا مقـداری محـدود      های مجموع لگاریتم که   از متغیرهای مختلط نشان داد        با استفاده  می توان 

  :استصورت زیر 

  
 ردیف بی نهایت ورتکسسیم جریان تر: 27- 9شکل 

  

)٩-۴١( 

)٣٨-٩( 

)٣٩-٩( 

)٩-۴٠( 
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



 −−= )

2
cos

2
(cosh

2

1
ln

2

1

a

x

a

y
k

ππψ  
ورتکس هـای    ، ثابت های مختلف رسم کرد     ءه ازا بمی توان خط جریان های مختلف را        از رابطه بالا    

حاطه کرده ا جریان خارجی آن را   دارد که   مجزا در سلول هایی   1 چشم گربه ای   الگوی یک   رسم شده، 
  . ه ای ها جهت جریان مخالف یکدیگر استدر بالا و پایین چشم گرب. است

a

x

a

y
a

y

a

k

y ππ

π
πψ

2
cos

2
cosh

2
sinh

−
−=

∂
∂  

1با توجه به اینکه جمله دوم مخرج همواره         
2

cos1 ≤≤−
a

xπ      می باشد، در فاصله ay  خـواهیم   <<
  :داشت

a

k

y
u ay

πψ ±=
∂
∂= »  

ay در فواصل جریانبنابراین نوع     بـرای بـالا و پـایین     کـه می باشد ثابتبا سرعت   وکنواخت ی<<
 سرعت رویی باشد    Uu سرعت زیری و     Lu اگر   .دنمی باش هم   مخالف   جهت سرعتها  ،2ورقه ورتکس 

  :در مورد سیرکولاسیون داریم
dxdx

a

k
dxuudxudxud ULUL γπ ==−=−=Γ 2

)(  
  : که برابر است با قدرت ورقه ورتکس استγ در این رابطه

a

kπγ 2=  

  فوق،وابطبا توجه به ر
dx

dΓ=γ سیرکولاسیون بر واحد طول برابر با ،قدرت ورقه ورتکس یعنی 

dxهمانطور که گفته شد، در یک ورقه گردابه . ورقه می باشد
a

k
dxd

πγ 2==Γ است که γ قدرت 
  :cپس برای ورقه گردابه به طول .  می باشد   محلی سیرکولاسیون بر واحد طول ورقه

 ∫=Γ
C

x dx
0 )(γ  

   یا هیدروفویلبه ایرفویلورقه ورتکس تشبیه  -9-5-4
 

 روی می توان دید که ورتکس در) 28-9(اگر ورتکس ها در فاصله کم از هم باشند مطابق با شکل 
خط مجتمع شده اند و یک ورقه ورتکس را تشکیل می دهند و جریان قسمت بالا یکنواخت به طرف 

                                                
1  Cat’s eyes pattern 
2   Vortex sheet 

)٩-۴۵( 

)٩-۴٣( 

)٩-۴۴( 

)٩-۴٧( 

)٩-۴۶( 

)٩-۴٢( 
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همانطور که گفته شد قدرت ورقه ورتکس به . چپ و در پائین یکنواخت به طرف راست می باشد
صورت

a

kπγ    .تغییر کند aتواند با  و در حالت کلی میشودتعریف می  =2

  
  ورقه ورتکس: 28- 9شکل 

 

سرعت عمود بر ورقه ورتکس، روی سطح ورقه صفر است و بنابراین می توان یک ورقه ورتکس را 
ی این اساس تئوری ایروفویل و هیدروفویلها با یک جسم نازک مثل صفحه یا فویل نازک تشبیه کرد،

ان با پاره ای از ردیف ورتکس هایی که را می تو) 29-9(یک فویل نازک مطابق شکل . نازک است
xfk)( یا yγ)(دارای قدرت متغیر این شکل مفهوم ورقه ورتکس تشبیه شده .  هستند تشبیه کرد=

  .با یک ایرفویل نازک را نشان می دهد

  
  نازک یا هیدروفویلتشبیه ورقه ورتکس با قدرت متغیر به ایرفویل : 29- 9شکل 

 

نیروی برآ بـرای واحـد پهنـا در    اگر مفهوم صفحه ورتکس برای فویل نازک به کار برده شود           بنابراین  
  :  برابر است باcجریان اطراف یک ردیف ورتکس به طول 

∫=Γ=
C

oL dsUUF γρρ  
  

باشد  اگر فویل نازک و با انحناء کم . است در فاصله ای دور جریان نسبی سرعتUکه در این رابطه 
dxds =Γ=∫ به صورت x بوده و رابطه فوق می تواند تابعی از ≈

C

oL dxUUF γρρبسته .   باشد
  می تواند جریان تجربیΓ می تواند متفاوت باشد ولی فقط یکΓ وγبه قدرت هر ورتکس مقدار

می توان جریان .  باشدمحدود دارای سرعت  دم فویل را ایجاد کند که یا هیدروفویل ایروفویلاطراف
 را متشابه جریان اطراف یک سری ورتکس با توزیع قدرت خاص در αاطراف فویل با زاویه کم 

)٩-۴٨( 
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نسیل با جریان حقیقی مشابه در زاویه حمله زیاد جدائی ایجاد می شود و وضع جریان پتا. نظر گرفت
در زاویه های حمله کوچک برای  می توان نشان داد که )20-9(بر اساس رابطه ولی . نخواهد بود

  : می باشدαπ2 برابر LCفویل نازک دو بعدی ضریب برآ،
απαπ 2sin2 ≈=LC    

  
dx  از ورقه ورتکس را دربرگیردdx نحنی بسته که طولمقدار سیرکولاسیون حول هر م

a

k
d

π2=Γ 
 پیشتر .است bپهنای محدوددارای ) 30-9( مطابق شکل  حقیقی یا هیدروفویلآیروفویلیک  .است

pAbar گفته شد که ضریب ظاهری  نسبت پهنا به  به با زاویه حمله کوچک، در فویل نازک، =2/
cbar یعنی  وترطول  در فویل محدود چون در زیر آن فشار بیشتر و در بالا . تبدیل می شود=/

، جریان از زیر به رو ایجاد می شود، سرعت در رو به )لبه( کناره فشار کمتر است، در انتهای دو نوک
 و در زیر به طرف نوک فویل جهت پیدا می کند، صفحه ورتکس طرف میانه فویل منحرف می شود

عمود بر جهت جریان ایجاد می شود که این توزیع ورتکس ها در وسط فویل بیشترین قدرت را 
  .داشته در دو انتها مقدار آن صفر است

  
  محدود در زاویه حمله کوچکپهنای با  فویل دو بعدی: 30- 9شکل 

   دم فویل-مقطع ورتکس ها) ج(ی بالا، نما) ب(نمای جانبی، ) الف(
 

ورتکس ایجاد شده در سیال، نمی تواند در یک نقطه تمام شود یا باید به جدار متصل شود و یـا یـک               
حلقه بسته را ایجاد کند، لذا اگر یک فویل با پهنای محدود با صفحه ورتکس مدل شود ورتکـس هـا                     

ان در نظر گرفت که خم شده در هم مـی پیچنـد و              در انتهای دو نوک نمی تواند خاتمه یابند و می تو          
به علت ایجـاد ورتکـس نعـل    . در می آیند که آن را ورتکس نعل اسبی می گویند         ) 31-9(طبق شکل   

اسبی، در انتهای دم، صفحه ورتکس دیگری عمود بر جهت جریان ایجاد مـی شـود کـه ایـن توزیـع                      
مقدار آن ماکزیمم است و همـین       ) لبه(تها  ورتکس ها در وسط فویل کمترین قدرت را داشته در دو ان           

)٩-۴٩( 
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کاهش قدرت از نوک به وسط باعث ایجاد سرعتی به طرف پائین در مجاورت دم فویل می شود کـه                    
  .استسرعت پائین شو همان 

  
  ورتکس نعل اسبی در ایروفویل با پهنای محدود: 31- 9شکل 

  
 Γاط فویل ثابت نیست و بـه جـای  به علت بی نهایت نبودن پهنای فویل، سیرکولاسیون حول تمام نق         

)(ثابت، yΓ  ورتکس. نشان داده شده است)  32-9(داریم که در شکلΓ  محصور در وسط آیروفویـل 
 لبه دو ، در بالاخره در انتها، ماکزیمم می باشد و هر چه به دو نوک نزدیک شویم کم شده و      )0Γیعنی(

در نتیجه نیروی برآ، در آیروفویل بـا پهنـای محـدود، کمتـر از آیروفویـل بـا پهنـای                     . صفر می شوند  
  .بینهایت خواهد بود و می توان کم شدن نیروی برآ را با افزایش نیروی پسا توجیه کرد

  :نیروی برآ به صورت زیر است

∫
−

Γ=
2/

2/

)(

b

b

y dyUL ρ  

این سرعت پایین شو داریم که جریان را به پایین می راند و در نتیجه نیـروی پـسای القـایی             علاوه بر   
  :ایجاد می شود که به صورت زیر است

∫
−

Γ=
2/

2/

)(

b

b

yl dyWD ρ  

  
  پهنای محدود) 2(پهنای بی نهایت، ) 1(توزیع سیرکولاسیون حول آیرفویل و هیدروفویل : 32- 9شکل 

  

)٩-۵٠( 

)٩-۵١( 
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از محور  r قدرت سیرکولاسیون و فاصلهk روی خط برآ، سرعت پایین شو با توجه به1yدر محل 
  :برابر است باورتکس 

)(2
)2/1(

22

1

1
)( 1 yy

dy
dy

d

r

k
dW y −

Γ−
==

ππ
  
  

  
   از جلو تا پشت فویلتغییرات سرعت پایین شو : 33- 9شکل 

  
 ) 33-9 (معنای متوسط سرعت پایین شو است، زیرا مطابق شکل به 2/1در این رابطه ضریب 

در نتیجه سرعت پایین شو . سرعت پایین شو به طور پیوسته از جلو تا پشت خط برآ در تغییر است
  :برابر است با

)(4

1

1

2/

2/

)( 1 yy

dy

dy

d
W

b

b

y −
Γ−= ∫

−π
  

 حول تمام نقاط فویل ثابت است و در Γدر حالت بی نهایت بودن پهنای فویل، سیرکولاسیون
نتیجه

dy

dΓصفر بوده و بنابراین سرعت پایین شو و دراگ القایی نیز صفر می شوند .  
  

 سهموی به صورت با توزیعبرای سیرکولاسیون) 2-9مثال 





 −Γ=Γ 2

0 )
2

(1
b

y،در یک ایرفویل  
  . به دست آورید برآخط را رویسرعت القایی پایین شو رابطه 
  -حل

y
bdy

d
2
08Γ−=Γ  

dy
yy

y

byy

dy

dy

d
W

b

b

b

b

y ∫∫
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Γ−=
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2
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1
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)(4

1
1 ππ

  

)(11با جایگذاری yyyy   : در صورت کسر داریم=−+




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
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−−−

dy
yy

ydy
yy

yy

b
dy

yy

yyy

b
W

b

b

b

b

b

b

y

2/

2/ 1
1

2/
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)٩-۵٢( 
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  : خواهیم داشتانتگرالگیریبا 

{ }
















−−
−+Γ=−+Γ= −

1

1
12

02/

2/112
0

)( 2/

2/
ln

2
)ln(

2
1 yb

yb
yb

b
yyyy

b
W b

by ππ
  

  : داریمyW)(در نتیجه برای 

















+
−+Γ=

by

by
yb

b
yW

2

2
ln

2
)( 2

0

π
  

 داریم y=0به ازای 
b

W
π

02Γ=  

  
  

می توان نشان داد که در یک فویل به مساحت معین که دارای نیروی برآء مشخصی است، در صورتی 
  . دراگ القایی کمترین مقدار را خواهد داشت که توزیع سیرکولاسیون در آن به صورت زیر باشد

2/1
2

0 )
2

(1)( 





 −Γ=Γ

b

y
y  

)0(0 فوق، زوج بوده و شرایط توزیع سیرکولاسیونتابع  Γ=Γ =y 2()/2(0 و/( =Γ=Γ −bbبرقرار است  .  
)(توزیع سیرکولاسیون با در نظر گرفتن  yΓ با تابع بیضوی فوق به محاسبه نیروهای برآ و پسای 

  آیروفویل یا هیدروفویل دارای توزیع سیرکولاسیون با تابع بیضویبرای. القایی خواهیم پرداخت
  : با است ثابت و برابر، می توان نشان داد سرعت پائین شو در خط برآ،فوق

b
W

2
0Γ=   

  :استحاصل عبارت زیر نیروی برآ در این حالت، . می باشدکولاسیون ماکزیمم  مقدار سیر0Γ که 

∫∫ 





 −Γ=Γ=

−

2/

0

2/1
2

0

2/

2/

)
2

(12)(
bb

b

dy
b

y
UdyyUL ρρ  

θsin تغییر متغیربا 
2 =
b

y خواهیم داشت θθ d
b

dy cos
2

  : در نتیجه=

8
cos

2
)

2
(1

2/

0

2
2/

0

2/1
2 b

d
b

dy
b

yb πθθ
π

==





 − ∫∫  

  :بنابراین

04
Γ= U

b
L ρπ  

  :خواهد بودضریب برآ به صورت زیر در نتیجه، 
).(

222/1
00

2
ra

bUUcbcU

L
CL

Γ=Γ== ππ
ρ

  

)٩-۵۴( 
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)٩-۵٧( 
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، نیروی )ناچیزفویل با پهنای ( می دهد که با میل کردن ضریب ظاهری به سمت صفر این رابطه نشان
  : کاهش می یابدε در فویل با پهنای کم، زاویه حمله به اندازه.برآ به صفر میل می کند

).(2
0

ra

C

bUU

W L

π
εα =Γ=≈=∆  

این . یروی پسای القائی ایجاد می شودنیروی برآ کاسته شده و ن،  زاویه حمله درکاهشاثر این  در 
، ناشی از محدود بودن پهنای ایرفویل یا هیدروفویل و ایجاد  یا تحمیلینیروی پسای اضافه شده
  : برابر است با کهورتکس القایی می باشد

∫∫
−−







 −Γ=Γ=

2/

2/

2/1
2

2
0
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2/
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b
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b
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b
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b
dyyWD

ρρ  

  پس از محاسبه انتگرال
2
0

2
0

8

1

8
Γ=Γ= πρπρ b

b
Dl  

  :هد بود باضریب پسای القایی برابر خوا

).(/
1

442/1

2

22

2
0

2

2

2
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2, ra

C

cbcUbcUbcU

D
C Ll

lD ππ
π

ρ
πρ

ρ
=Γ=Γ==  

  
، دراگ القایی به صـفر      )فویل با پهنای بینهایت   (این رابطه نشان می دهد که با افزایش ضریب ظاهری           

 یبا پهنا های   لیفو روابط بین زاویه حمله و ضرایب برآ و پسا در            )34-9(نمودار شکل    .میل می کند  
  . را مقایسه می کندمحدود و نامحدود

وابط فوق برای جریان غیر قابل تراکم و برای عدد ماخ یان ذکر این نکته ضروری است که کلیه ردر پا
  .دن صادق می باشد در ماخ های بالاتر این مقادیر تحت تأثیر اثرات تراکم پذیری قرار می گیر3/0زیر 

  
  محدود و نامحدودنمودار روابط بین زاویه حمله و ضرایب برآ و پسا در ایرفویل با پهنای: 34- 9شکل 

)٩-۶٠( 

)٩-۶١( 

)٩-۶٢( 

)٩-۶٣( 
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  )ویسکوزیته(لزجت  اثرات  -6- 9
 گرانروی  سیال روی مرز جامد سر می خورد ولی در جریان واقعی به علت وجود،در جریان پتانسیل

  برابرسیال روی مرز جامد سر نمی خورد بلکه در روی مرز جامد هم سرعت) ویسکوزیته لزجت یا(
   تشکیل جریان چرخشیجسام یک لایه اصطکاکیبه همین علت روی ا. جامد می باشدسرعت با 

 از سرعت سطح جامد به سرعت میدان پتانسیل میل ، تدریجاَ سرعت سیال،می شود که در این لایه
  .  لایه مرزی گفته می شود، نازکبه این ناحیه. ک استزانکند و ضخامت این لایه بسیار  می

  

   بر ضریب پسالزجت اثر -9-6-1
 نیروی پسای اصطکاکی به وجود می آید که برای محاسبه آن باید از ،زیبه علت وجود لایه مر

 های باریک و با  و هیدروفویلدر جریان حول آیروفویل. تئوری سیال لزج و لایه مرزی استفاده کرد
همچنین اگر ضخامت جابجایی به . یه های حمله کم، جریان پتانسیل تقریب بسیار خوبی استاوز

 به دست آمده از ءال لزج به ضخامت فویل اضافه شود جریان و ضریب برآدست آمده از تئوری سی
  .جریان پتانسیل دقیق تر می شود

 
 ه حملهی پسا و برآ و گشتاور پیچشی بر حسب زاوینمودار ضرایب نیروها :35- 9شکل 

  
 ممکن است به علت ایجاد  باشند ضخیم، یا ایروفویل و هیدروفویل باشد زاویه حمله زیاداگر
ادیان فشار مثبت، پدیده جدایی اتفاق بیفتد، یعنی این که جریان از سطح جدا شده و حالت گر
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، پسای فشاری نیز لزجتدر این حالت علاوه بر پسای اصطکاکی ناشی از . برگشتی به خود بگیرد
 بیشینه است را ،وضعیتی که ضریب برآ. خواهیم داشت و نیروی برآ افت شدیدی پیدا می کند

 و نقطه ای از نمودار ضریب برآ که در آن، ضریب برآ بیشینه است را نقطه 1گیددارنوضعیت باز
  .بازدارنگی می گویند

  :شود عدد بی بعد نشان دهنده ویسکوزیته، عدد رینولدز است که به صورت زیر تعریف می

v

LU
R ∞=  

طول مشخصه نازک،  هیدروفویلایرفویل و در مورد (د  نشان دهنده طول مشخصه جسم می باشLکه
نمودار تغییرات ضرایب پسا بر حسب عدد رینولدز در ) 36-9( در شکل .) طول وتر می باشدهمان

)(زوایای حمله مختلف با ضریب پسا DCو مغشوش )لایه ای ( برای صفحه تخت در جریان آرام 
  .مقایسه شده اند

  

  
 نمودار ضریب پسا بر حسب عدد رینولدز در چند زاویه حمله مختلف: 36-9شکل 

 

   بر ضریب برآلزجتاثر  -9-6-2
cUبخش بر واحد پهنا درنیروی برآ که حاصل  LCنمودار ضریب  )37-9(در شکل  2

02

1 ρ،بر  است 
دیده می شود . ده شده استگوناگون نشان دادر عدد رینولدزهای   نوعی آیرفویلحسب زاویه حمله

 خطی تقریباَبه صورت ضریب برآ بر حسب زاویه حمله ابتدا نمودار که برای هر عدد رینولدز، 

                                                
1 Stall 

)٩-۶۴( 
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 نقطه بازدارنگی  همانافزایش می یابد سپس از حالت خطی منحرف می شود تا به نقطه بیشینه که
  .است می رسد

  
   زاویه حمله در چند رینولدز مختلف نمودار ضریب برآ بر حسب  :37-9شکل 

  
 ایـن    شـیب  ،طبـق تئـوری پتانـسیل     . می باشد   7.5 حدود  بر حسب رادیان   شیب بخش خطی منحنی   

28.62 نمودار =π در این نـوع     . شیب به علت انحراف جریان از جریان پتانسیل است         کاهش ، است 
 ی ازنمـودار .  زاویه حمله بازدارندگی با عدد رینولدز افزایش می یابـد  بیشینه وءآیروفویل ضریب برآ  

شکل در 2412NACAبر حسب عدد رینولدز برای آیروفویل       ) تئوری و تجربی  ( بیشینه   ءیب برآ اضر
  بـین تئـوری و آزمـایش تجربـی    است که این مقایسه، توافق بسیار خـوبی را       ه  نشان داده شد  ) 9-38(

  . دهدنمایش می 

  
  عدد رینولدزبر حسب یک ایرفویل در   ماکزیممءیب برآانمودار ضرمقایسه  :38-9شکل 
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  کاویتاسیون  اثر-7- 9
  تعریف کاویتاسیون -9-7-1

عبارت است از شکل گیری خود به خودی حباب های          )  یا حباب زایی   کاواک زایی  (1کاویتاسیون    
پدیـده  .  عمـده فـشار قـرار گیـرد        )کـاهش  (ات کـه در معـرض تغییـر       مـایعی کوچک ناپایدار در هر     

ایـن حبـاب هـا    . کاویتاسیون زمانی در سیال ایجاد می شود که حباب در ناحیه ای از سیال ظاهر شود 
. فشار کم آزاد شده اند می باشند در  در سیال حل شده و    که قبلاَ  هایی یا گاز   سیال معمولا حاوی بخار  

 ـ           بنـابراین در بعـضی   ،دارد) فـشار بـرعکس   (نش کشـشی    می دانیم که سیال مقاومت کمی در برابـر ت
 برسانیم بدون این که )فشار بسیار کم (آزمایش های ویژه امکان دارد سیال را به فشارهای بزرگ منفی

اگر در سیال ذرات معلق یا گاز محلول موجود باشد زودتـر گـسیخته مـی                . سیال از هم گسیخته شود    
 وجود دارد که اگـر فـشار سـیال کمتـر از آن شـود سـیال                  0pمنطقی است که یک فشار حدی       . شود

 0pمعمـولا  . ناحیه ای که از بخار سیال یا گاز پر شده باشد را کـاواک مـی گوینـد           . گسیخته می شود  
)(تبخیربرابر فشار    vP   اسیون بـه عنـوان نـوعی جوشـش     بنابراین کاویت .  می باشد  محلیدر دمای    مایع

 بـه عوامـل زیـر    0pدر حالت کلی . سیال ظاهر می شود نه بر اثر افزایش دما بلکه بر اثر کاهش فشار         
  .بستگی دارد

  ز حل شده در مایع و درجه حرارت مقدار گا-1
   در مایع مقدار و اندازه و شکل ذرات معلق-2
  کاهش فشار اعمال می شود طول زمانی که در مدت آن -3
  )کشش سطحی( نیروهای مویینگی -4

ها در ) حباب(کاواک .  بسیار کم است محیط، در مقایسه با فشار اتمسفر0pدر کاربردهای عملی 
در مراحل آغاز (سیال گستره بزرگی از اندازه دارند بعضی حباب های بسیار کوچک میکروسکوپی 

حباب های بزرگ .  بعضی بزرگ تر از بدنه ای که سیال حول آن جریان دارد هستندو) کاواک زایی
 و یا می ترکند و به حباب های کوچکتر  ناحیه با فشار بالا وارد شوند فرو می پاشندوقتی در جریان
 جسم جامد غوطه  به بدنه فروپاشی حباب ها آنقدر ناگهانی است که باعث آسیب.تبدیل می شوند

بیش از ( psi هزار 60به  محلی در آن نقطهفشار در لحظه فروپاشی ممکن است ،ع می گرددور در مای
بسیار  برسد و گاه حتی جرقه نیز هزار درجه سانتی گراد 10  به در آن نقطهو دما) چهار هزار اتمسفر

ا هفروپاشی حباب که از فشاریهای   موجواین جرقه .  ایجاد شود در زمان بسیار کوتاهیکوچکی هم

                                                
1  Cavitation  
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 جسم جامد اتفاق افتد باعث مجاورت در فروپاشی اگر .می شوند قابلیت صدمه زدن دارندساطع 
این اتفاق مخصوصاً برای فلزات نرم و فولاد . سایش جسم جامد می گرددحفره زایی و خوردگی و 

وه کاواک زایی علا. نرم بیشتر است ولی میزان فرسایش فولاد سخت و تیتانیم و آلومینیوم کمتر است
فویل ها باعث کاهش کارآیی این دستگاه ها نیز هیدروبر فرسایش و خوردگی در توربو ماشین ها و 

)( یا عدد کاویتاسیونσ)(برای پدیده کاواک زایی عدد بدون بعد کاواک زایی. می شود cσ به 
  :صورت زیر تعریف می شود

2
0 )(2

U

pp

ρ
σ −
=  

.  چگـالی مـایع اسـت      ρ است و     در فاصله ای دور از جسم       سرعت سیال در بالا دست جریان      Uکه  
 وقتی فشار نقطه ای از مایع، کمتر از فشار          . کاویتاسیون را می توان از تئوری پتانسیل حل نمود         شروع

ویتاسیون در میدان جریان حتی خـارج  تبخیر شود حباب بخار در مایع ایجاد می شود، بعد از ایجاد کا  
  .از لایه مرزی دیگر رابطه برنولی صادق نیست

  
  پدیده کاویتاسیون در هیدروفویل ها -9-7-2

 پایینترآنچه تا بحال گفته شد برای هیدروفویل هایی که در اعماق آب مورد استفاده واقع می شوند و 
برای هیدروفویل های نزدیک . ق می باشد پدیده کاویتاسیون هستند صاد به دور ازاز سطح آب و

ضریب پسا مجموعی از ضرایب پسای پروفیل، پسای   که در معرض کاویتاسیون هستندسطح آب،
  :القایی و پسای موجی است، به عبارت دیگر

wlprD CCCC ++=  
 ضریب پسای موجی wC ضریب پسای القایی و lC ضریب پسای پروفیل، prCدر رابطه فوق

ضریب پسای . ضریب پسای پروفیل نشان دهنده مجموع پسای اصطکاکی و فرمی است. باشد می
تهای ضریب پسای موجی برای حال.  به وجود آمدن آن قبلاً مورد بحث قرار گرفتچگونگیالقایی و 

عنی نسبت سرعت جریان بر جذر حاصلضرب شتاب جاذبه در ، تابعی از عدد فرود یزیاد سرعت با
  .طول مشخصه می باشد

 فرض مـی شـود و بـرای عوامـل دیگـر عـدد                فشار بخار اشباع مایع    vp برابر   0pدر هیدروفویل ها    
 می آوریم و با توجه بـه مقـدار عـدد بـدون بعـد              را به طور تجربی به دست      cσکاواک زایی بحرانی    

  :کاواک زایی، سرعت بحرانی که در آن کاویتاسیون رخ می دهد این گونه است

)٩-۶۵( 

)٩-۶۶( 
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 فشار   ضریب ρC فشار هیدروستاتیک جریان بالا دست در عمقی که هیدروفویل قرار دارد و              p∞که  
بی بعد   

2

)(2

cU

pp

ρ
 سـه حول هیدروفویل بـه     با کاویتاسیون   بر اساس این سرعت، جریان      .  می باشد  −∞

   : می شود تقسیمدسته
   . کمتر از سرعت بحرانی است معمولاً که سرعت،1 پراکندهریز با حبابهایجریان  -1
دند و سرعت نزدیک به سـرعت    که تعداد حبابهای ریز و درشت زیا       2جریان با کاویتاسیون تأخیری    -2

  .بحرانی است
 بیشتر از سـرعت     معمولاً  که سرعت،  با حبابهای به هم پیوسته ورقه ای،      ،  3سوپر کاویتاسیون جریان   -3

 .بحرانی است

به همـین خـاطر     .  و فراصوتی می باشند    ، تراصوتی این رژیم ها مشابه با رژیم های جریان زیر صوتی         
 سرعت های بسیار بالا کار کنند مانند آیروفویل های فرا صـوتی  هیدروفویل هایی را که قرار است در   

می سازند و هیدروفویل هایی را که دارای سرعت متوسط و کم هـستند ماننـد آیروفویـل هـای زیـر                      
  .نشان داده شده است) 39-9(این تفاوت در شکل . صوتی می سازند

  
   های مختلفبرای هیدروفویلدریایی  4سرعت عملکرد بر حسب گره: 39- 9شکل 

 
 ناحیـه  Pدر طـی کـاهش فـشار   . با کاهش عدد کاویتاسیون سه رزیم ذکر شده قابل مـشاهده هـستند   

بـا  .  می یابد  تغییر )کاویتاسیون تأخیری  (کاویتاسیون از حبابهای ریز پراکنده به طرف دامنه ای پیوسته         
. ، حالت کاویتاسیون ورقه ای مشاهده می شـود کاهش بیشتر فشار و در نتیجه کاهش عدد کاویتاسیون   

                                                
1  Subcavitation  
2  Delayed cavitation 
3  Supercavitation  
4   1knot =0.5144 m/s  

)٩-۶٧( 
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وقتی عدد کاویتاسیون به مقدار کافی کاهش یابد، اندازه حباب قسمت اعظـم ناحیـه را مـی پوشـاند،                    
دارای شـکل  برای نمونه نمودار کلی جریان کاواک زا در حالت سوپر کاویتاسیون در یک هیدروفویل              

سوپرکاویتاسـیون،  . نمـایش داده شـده اسـت   ) 40-9(مادون کاویتاسیون به صورت شماتیک در شکل   
همچنـین در حالـت سـوپر        . می شود  باعث دور شدن جسم از ناحیه انهدام حبابها و کاهش فرسایش          

  .وجود دارد ضریب برآ افزایش  و پسا ضریبکاهش ن امکا ،کاویتاسیون
  

  
  نمودار حالت سوپر کاویتاسیون:  40- 9شکل 

  

  و حالات گوناگون کاویتاسیون  ش های تجربی روی هیدروفویل برای       نتایج آزمای نیز  ) 41-9(در شکل 
 بـا بهـره گیـری از سـوپر کاویتاسـیون، مـی تـوان در                 . است نشان داده شده  در زوایای حمله مختلف     

و حتی برخی کشتی ها، ضریب پسا و  سرعتهای بالا، برای پرتابه های زیر آب و اژدر و زیردریایی ها         
  .نیروی پسا را کاهش داد

  
   کاویتاسیون گوناگونرژیم هایدر  لیدروفوی هی روی تجربی هاشی آزماجینتا: 41- 9شکل 

  

  اثر زبری -8- 9
مقـدار  . رآ اثـر کنـد     روی نیروهای پسا و ب      آن  اگر ناهمواری های سطح    ،فویل را زبر گویند   یک  سطح  

.  شـود   ناهمواری ها به طول مشخصه جسم تعریف مـی          میانگین  ارتفاع  نسبت  به صورت  زبری نسبی 
 در زیر لایه آرام قرار گیرند اثر قابل توجهی روی نیروهای برآ و پـسا ندارنـد                   کاملاً اگر ناهمواری ها  

ولی در غیر این صورت نمی توان از اثر زبری چشم پوشید، در حالت اخیر زبری باعث آشفتگی زود                   
لـدز از اثـرات     افزایش نیروی پسا و تند شدن شیب ضریب پسا بر حـسب عـدد رینو              . هنگام می شود  
  .زبری می باشند
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  0012NACA در  بیشینه بر حسب رینولدزءاثر زبری بر نمودار ضریب برآ: 42- 9شکل 

 

  
  0012NACA در اثر زبری بر نمودار ضریب پسای کمینه بر حسب عدد رینولدز: 43- 9شکل 

 

سطوح فویل را بـه صـورت مـصنوعی بـه وسـیله      در آزمایش های تجربی برای بررسی اثرات زبری،       
برای مقایسه، دو نمودار ضریب برآء بیـشینه        . های ریز با ابعاد متوسط مشخصی پوشش می دهند        1دانه

در فویـل نـوع     ) 43-9(و  ) 42-9(و ضریب پسای کمینه بـر حـسب عـدد رینولـدز در شـکل هـای                  
0012NACA    6اینچ و ضریب ظاهری     طول وتر هشت    .  نشان داده شده است=ar  دیـده  .  می باشد

                                                
1  Grain  
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 البتـه زبـری نیـز مـی توانـد باعـث             .می شود که با افزایش زبری، ضرایب بیشینه برآ کاهش می یابند           
تشدید کاویتاسیون و ایجاد سوپرکاویتاسیون شود کـه در ایـن حالـت امکـان کـاهش ضـریب پـسا و          

  .افزایش ضریب برآ وجو دارد
  

  اثر دنباله -9- 9
این دنباله ها قابل حرکت هستند و در .  است1یکی از روش های بالا بردن نیروی برآ استفاده از دنباله

د مثلا، دنباله ن وجود دار هاانواع گوناگونی از دنباله. هر شرایطی برای کارکرد بهینه قابل تنظیم هستند
 از نمونه هایی) 44-9(که در شکل  . . . و 5ردنباله چاکدا، 4دنباله خارجی، 3جدا کننده، دنباله 2ساده
برای و پسا  برآ  ضرایببرآ نمودارپسا و ی هابرای بررسی اثر دنباله بر نیرو.  نشان داده شده استآنها

نمودار ضریب برآ برای دو ) 45-9(در شکل . دو حالت با دنباله و بدون دنباله را مطالعه می کنیم
  . شده استمقایسه ،نزدیکبسیار   عدد رینولدزدو  در دا کنندهجدنباله بدون دنباله و با حالت 

  

  
  انواع دنباله: 44-9شکل 

 

دیده می شود که دنباله باعث افزایش ضریب برآ برای همه زوایا حمله می شود ولی تغییر قابل 
ز سر راه جریان سیال در لبه تیز دنباله موانع را ا.  بازدارندگی دیده نمی شود یا نقطهتوجهی در زاویه

 باعث افزایش مکش در تمام فراینداین . بر می دارد و منطقه کم فشاری پشت آن به وجود می آید
فشار زیر . سطح بالایی می شود ولی تغییرات زیادی در گرادیان فشار در نیمه جلو رخ نمی دهد

                                                
1  Flap 
2  Plain flap 
3  Split flap 
4  External flap  
5  Slotted flap 
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عث افزایش زیاد صفحه دنباله نیز افزایش می یابد، این عامل علاوه بر مکش بیشتر در سطح بالایی با
  .همچنین گزارش شده است که ضریب پسا نیز افزایش چشمگیری دارد. نیروی برآ می شود

  

  
  با دنباله دنباله و   بدوننمودار ضریب برآ بر حسب زاویه حمله در دو حالت: 45- 9شکل 

  

  محورهای مهم تحقیقاتی  -10- 9
ا وجـود شـباهت ظـاهری هیـدروفویل و     از آنچه برای هیدروفویل ها گفته شد مشاهده می کنیم که ب         

از مـواردی   ایرفویل، تحلیل جریان های اطراف هیدروفویل ها به دلیل وجـود اختلافـات اساسـی در                 
 دارای  ،کاویتاسـیون   و پدیـده   بزرگتر بودن ضریب لزجت سـیالات مـرتبط بـا هیـدروفویل هـا             جمله  

سـطح آب، مجمـوعی از   ضریب پسا بـرای هیـدروفویل هـای نزدیـک           . پیچیدگی های بیشتری است   
 .  است که خود نشاندهنده پیچیدگی مذکور اسـت        ضرایب پسای پروفیل، پسای القایی و پسای موجی       

در ایـن   .  انجام شده و در حـال پیگیـری مـی باشـد             ها پژوهش های بسیاری در مورد هیدروفویل     لذا  
  .قسمت به برخی از آنها اشاره می کنیم

  
  روفویلاثر لوله دار کردن نوک هید -9-10-1

کـه در   هندسه نوین نوک هیـدروفویل .  به تاثیر نوک لوله دار در هیدروفویل می پردازیم در این بخش  
 شامل لوله ای متصل به نوک هیدروفویل مـی باشـد هـم بـرای          نشان داده شده است و     )46-9(شکل  

ر ایـن اسـت     اساس طرح نوک لوله دا    . آغاز کاویتاسیون و هم برای بهبود پسا و برآ آزموده شده است           
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ز به جای خط ساده در هیدروفویل های رایج و معمولی           ورتیسیته در صفحه ترفت   که باعث شود ایجاد     
  .به شکل خطی به همراه دایره ای متصل به آن باشد

  

  
  ایجاد ورتیسیتی در صفحه ترفتز در هیدروفویل های معمولی و نوک لوله دار: 46- 9شکل 

  
. به خط اصلی هیدروفویل دو بار توزیع می شود  ورتیسیته نسبت به علت نوک لوله دار هیدروفویل،
 درجه پسای کل هیدروفویل 8برای زوایای حمله بزرگ تر از . یابد و در نتیجه پسای القایی کاهش می

نوک لوله دار کمتر از هیدروفویل های معمولی است و نسبت برآ به پسای آن در مقایسه با 
  آزمایش ها نشان داده است کهولی.  را ببینید)47-9( شکل ،ستهیدروفویل های معمولی بیشتر ا

 . لوله دار کردن سر هیدروفویل هیچ اثری روی بهبود رفتار کاویتاسیون ندارد

  
  بهبود نسبت برآ به پسا در هیدروفویل نوک لوله دار نسبت به هیدروفویل معمولی: 47- 9شکل 

  
 

  ول دو بعدیمطالعه پدیده کاویتاسیون در هیدروف -9-10-2
  

از مشاهدات تجربی به دست می آید که ضخامت لایه مرزی سـرعت در جریـان کاویتاسـیون تقریبـا                 
. و توزیع سرعت مشابه توزیع سرعت در لایه مرزی معمولی مـی باشـد  ) هحفر(برابر ضخامت کاواک  

  خیلـی بیـشتر از اغتـشاشات در جریـان بـدون            ،ولی اغتشاشات سـرعت در جریـان بـا کاویتاسـیون          
اگر چه جریان داخلی در حالت زیر کاویتاسیون حالت همسانگرد دارد ولـی در            . کاویتاسیون می باشد  
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همچنـین جریـان برگـشتی در حالـت گـذر از            . حالت فوق کاویتاسیون رفتار بسیار ناهمسانگرد دارد      
  . بسیار ناپایدار است، کاویتاسیونسوپر کاویتاسیون به مادون

  
  

   لبه فرار مستقیم با در هیدروفویلپدیده کاویتاسیون -9-10-3
  

دیده می شود که در رینولدزهای بالا و زاویه های بسته برای هیدروفویل های با لبه حمله مستقیم در                   
لبه فرار مستقیم و هیدروفویل های بیضوی پدیده کاویتاسیون اندکی          بدون  مقایسه با هیدروفویل های     

روفویل های لبه فرار مستقیم پیچیده اسـت و دارای سـه            رفتار کاویتاسیون در هید   . دیرتر رخ می دهد   
 پدیده کاویتاسیون خیلی زودتر از  که بسیار کوچک حمله گوناگون است، یکی برای زاویه های      حالت

 پـیش از گـسترش      ، کاویتاسـیون ورتکـس نـوک      کـه دو نوع هیدروفویل مذکور می باشـد؛ دیگـر آن           
کاویتاسیون در حبـاب جـدایی روی سـطح         آغاز   که   کاویتاسیون لبه حمله به دست می آید و آخر آن         

  .بالایی هیدروفویل نزدیک نوک رخ می دهد
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  تمرین های فصل نهم

تابع تبدیل    -9-1
n

bz

bz

nbw

nbw








−
+=

−
نـشان  .  معـروف اسـت     ترفتـز  - فون کارمن   به تبدیل  +

 به تبدیل ژاکوفسکی ، این تابعn=2دهید به ازای 
z

b
zw

2

 . می رسد=+

تبـدیلات لازم را    ،  αدایـروی بـا زاویـه حملـه       در مورد جریان پتانسیل حـول کمـان          -9-2

ــا مـــی بایـــست   بنویـــسید  و نـــشان دهیـــد کـــه بـــرای برقـــراری شـــرط کاتـ

)/2sin(4 chaUk +=Γ= απ    باشد که در آن mh ضخامت مرکزی کمـان و      =2

bc  .طول کمان است =4

، ابتـدا بـرای حالـت غیـر      بـدون زاویـه حملـه    در جریان اطراف یک آیرفویل متقارن     -9-3

چرخشی چگونگی به دست آمدن شکل ایرفویل و جریان اطـراف آن را بـه وسـیله                 

zfw)(توابع تبدیل     و شکل نسبتاَ دقیق چند خط جریـان و محـل             توضیح دهید  =

سـپس فـرض کنیـد جریـان     . نقاط سکون و نقاط سرعت ماکزیمم را مشخص کنیـد    

شکل چند خط جریان و     در این حالت    حقیقی هوا اطراف این ایرفویل داشته باشیم،        

نقطه یا نقاط سکون را رسم کنید و منحنی تغییرات فشار و تغییرات تنش برشـی در                 

 .نشان دهیدطول ایرفویل را 

 درجـه باشـد تکـرار کنیـد و          20ا در حالتی که زاویه حملـه        کلیه مراحل تمرین قبل ر     -9-4

 .دلایل وجود اختلاف را شرح دهید
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∑تابع جریان برای بی نهایت ردیف ورتکس به صورت         -9-5
∞

=
−=

1

ln
i

irkψ بوسـیله  .  است

یک مثال هندسی و با استفاده از متغیرهای مختلط نـشان دهیـد کـه مجمـوع فـوق،                   

  :بارت زیر استمقداری محدود و هم ارز با ع
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  )5-9(مربوط به تمرین: 48- 9شکل 

ــف -9-6 ــال    -ال ــک ب ــیون روی ی ــع سیرکولاس ــر توزی ــه  ( اگ ــا دهان ــورت  ) bب ــه ص ب
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π
  

0yy سرعت پایین شو در Wبطوریکه،   . وتر بال استc و =

، نـشان    فـوق  برای آیروفویل یا هیدروفویل دارای توزیع سیرکولاسیون با تـابع بیـضوی            -ب

دهید که سرعت پائین شو در خط برآ، ثابت و برابر با 
b

W
2

0Γ=است . 

 m1 بـا پهنـای   cm10 و ضخامت ماکزیمم m10فرض کنید آیرفویل متقارنی به طول        -9-7

 در هوا به چگالی      U∞موجود باشد که با سرعت      
3

2.1
m

kg ه  درج ـ 10 زاویه حمله    ا ب

نیروی پسای پوسته ای و فشاری و نیروی پسای کل وارد بـر ایـن               . در حرکت باشد  
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جسم را در صورت امکان در حالات زیر محاسبه کنید و با نیروی پسای کل وارد بر            

 . مقایسه کنیدcm10یک استوانه با مقطع دایروی به شعاع 

 سرعت -الف
s

m
  .  باشد1

 سرعت -ب
s

m
 . باشد20

غالـب  ) پوسته ای یا فشاری   (  در هر مورد کدام نوع پسا        توضیح دهید در تمرین قبل،     -9-8

 آب با سرعت ، اگر به جای هوا .است
s

m
atmP و 20  وجود داشته باشد چـه  ∞=2

فشار بخار آب را . تغییراتی به وجود می آید
2

34.2
m

kNفرض کنید . 

 توضیح دهید برای به دست آوردن مدل جریان غیر چرخشی معادل با جریان حقیقـی               -9-9

شـکل تقریبـی    .  اطراف یک آیرفویل غیر متقارن نازک، چگونه بایـد اقـدام کـرد             هوا

wzzجریان را در صفحات      ,,..., ویـل   رسم کنید و توزیع فشار در زیر و روی آیرف          1

 .را نمایش دهید

با توجه به توزیع فشار در اطراف آیرفویل نا متقارن تمرین قبل توضیح دهید که چرا         -9-10

همزمان با ایجاد برآ، گشتاور پیچشی نیز تولید مـی شـود؟ جهـت گـشتاور پیچـشی        

 .ایجاد شده را مشخص کنید

610Reدر حالت جریان حقیقی با رینولدز        -9-11 >L  ل نازک نا متقـارن بـا        اطراف آیرفوی

زاویه حمله صفر شکل تقریبی برای ضخامت لایه مرزی و توزیع سرعت را در چند               

تغییرات تـنش برشـی و ضـریب فـشار     . نقطه روی جسم با تقریب خوب رسم کنید 

 . را در جریان حقیقی روی ایرفویل را رسم کنیدPCبدون بعد 
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 و  o3=αآیرفویـل نـا متقـارن بـا زوایـای حملـه             در جریان حقیقـی هـوا اطـراف          -9-12

o30=α                    شکل تقریبی جریـان را بـا رسـم چنـد خـط جریـان نـشان دهیـد و نـام 

قسمتهای مهم در این جریان را در شکل بنویسید و توضیح دهید که در چه نـواحی                 

یـه ای جریـان چرخـشی    می توان جریان را غیر چرخشی فرض کـرد و در چـه ناح       

 را در جریان حقیقـی روی  PC تغییرات تنش برشی و ضریب فشار بدون بعد        .است

 .ایرفویل را رسم کنید

با نوشتن روابط تبدیل و ترسیم چند شکل مراحل تبدیل جریان اطـراف اسـتوانه بـا                  -9-13

.  را بنویـسید αحملـه  ن به جریان اطراف آیرفویل نا متقارن و با زاویـه      وسیرکولاسی

ضریب بدون بعد    
22/1 ∞

∞−=
U

PP
CP ρ

مقـدار سیرکولاسـیون    .  را روی جسم رسم کنید     

Γ    چقدر باید باشد که جریا ن غیر چرخشی فوق مشابه جریان حقیقی هـوا اطـراف 

 .آیرفویل شود

 چرا ایجاد می شود؟ توضیح دهید کاویتاسیون چیست و -الف -9-14

 سرعت صوت در آب باشـد ولـی کاویتاسـیون رخ            3/0 اگر سرعت جریان آب کمتر از        -ب

  دهد آیا جریان را می توان با چگالی ثابت فرض کرد؟

 آیا در جریان اطراف یک هیدروفویل با وجود حبابهای بخار می تـوان از رابطـه برنـولی                   -ج

  استفاده کرد؟

  اف هیدروفویل ها  چه تأثیری در نیروهای برآ و پسا دارد؟ کاویتاسیون در جریان اطر-د

  در هیدروفویل دارد؟و برآ ی پسا ها سوپر کاویتاسیون چیست و چه تأثیری در نیرو-هـ 
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 اطـراف هیـدروفویل متقـارن بـا          غیر چرخشی و جریان حقیقی سیال آب،        تفاوت جریان  -و

یرفویل مشابه با همـان  آاطراف هوا ن  متر بر ثانیه، با جریا30 درجه و سرعت  30زاویه حمله   

  یکسان شود چیست؟ و آیرفویل هیدروفویل جریاند رینولدزاعداشرایط و سرعتی که 
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  جریـان هـوا بـا   اگر برای جسم نازک خط جریانی مطـابق شـکل زیـر بخـواهیم در            -9-15

6102Re ×=L   ل را به کمترین مقدار برسانیم باید مطمئن شویم که         ضریب پسای ک

لایه مرزی تا انتهای جسم، به صورت لایه ای باقی می ماند و جدایی رخ               در  جریان  

بررسی کنید که آیا شرط . نمی دهد
4

1<
L

dمی تواند این شرایط را ارضا کند؟  
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 )15-9 (رینمربوط به تم: 48- 9شکل 

 

  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

  

  

  

  
  

  فصل دهم

  جریان سه بعدی غیر چرخشی

  

   متقارن محوریسه بعدی هایجریان -10-1
 لازم  ، یا جریان پتانسیل نفوذ سیال در محـیط متخلخـل          در حالت کلی جریان سه بعدی غیر چرخشی       

02که در معادلات سـه بعـدی        به دست آوریم    است تابع پتانسیلی را      =∇ φ   اشـد و شـرایط      صـادق ب
جـا   در این  می باشد که   1، همساز کروی  روش حل موجود در حالت سه بعدی      . دمرزی را هم تامین کن    

، جریـان  هـا  را بررسی می کنیم که در آنیهایت خاص جریانحالادر . بحث نخواهیم کرد راجع به  آن     
فقـط  .  حل کـرد   2 نهش همیا بر  م کردن أ تو  روش  را از  هاسه بعدی متقارن محوری است و می توان آن        

بـه تـابع    کـه  تابع جریان قابل تعریـف اسـت   ،در جریان سه بعدی متقارن محوری که دو متغیر داریم       
در مسائل جریان   . با تابع جریان دو بعدی روی صفحه یکسان نیست        جریان استوکس مشهور است و      

 .رو کـار خـواهیم داشـت   متقارن محوری گاهی با مختصات استوانه ای و گاهی با مختصات کروی س     
قابـل  ) که حالت خاص سـه بعـدی بـا دو متغیـر اسـت             (تقارن محوری   با  تابع جریان در یک جریان      

، بنـابراین در ایـن    آشنا شـده ایـم   با مختصات استوانه ای    در فصول قبل، کم و بیش     . تعریف می باشد  
 فصل، کاربرد مختصات در مباحث این از طرف دیگر،  .  آن نخواهیم پرداخت    طور مقدماتی به   فصل به 

                                                
1  Spherical harmonic 
2  Superposition 
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 ـ   باجریان پتانسیل     کروی سودمندتر است زیرا    قطبی یا   در مختـصات کـروی      یتقارن محوری به راحت
) در این حالت فقط دو محور        . است بررسیقابل   )θ,r  مشخصات  )1-10( مطابق شکل     و وجود دارد 

  .می باشد مورد نظرمحور ثابت یک   حولθsinr به شعاع  ایجریان روی دایره

  
 در مختصات کروی θsinrمشخصات جریان روی دایره ای به شعاع : 1- 10شکل 

  
    به صورت کرویدر مختصاتمتقارن محوری یان غیر قابل تراکم رابطه پیوستگی برای جر

( ) ( ) 0sinsin2 =
∂
∂+

∂
∂ θ

θ
θ θrVVr

r r   
rVV) 1-10(  مطابق شکل  که می باشد  ,θ       یـک  بنـابراین   . مولفه های شعاعی و مماسی سرعت  هستند

)تابع جریان قطبی کروی  )θψ ,rموجود است به طوری که :  

rr
V

∂
∂−= ψ

θθ sin

  و    1
θ
ψ

θ ∂
∂=

sin

1
2r

Vr  
  

  جریان های ساده متقارن محوریتابع پتانسیل  -10-1-1

ایـن   . سرعت در هر جهت مشتق تابع پتانـسیل در امتـداد آن جهـت اسـت      ،انسیل تعریف تابع پت   طبق
  : داریم نیز در مختصات قطبی وباشد محدود به جریان دو بعدی نمی تعریف،

        
θ
φ

θ ∂
∂=

r
V

      و        1
r

Vr ∂
∂= φ  

 تـابع جریـان و تـابع        ،غیر چرخـشی  و   از این روابط می توان برای جریان های ساده متقارن محوری          
 داریـم  از تعریف خط جریان در مختصات قطبی در امتداد خط جریان             ضمناَ .پتانسیل را نتیجه گرفت   

θ

θ
v

rd

v

dr

r

  : درنتیجه=

0=− drVrdVr θθ  
  :خواهیم داشت) 2-10(با جایگذاری از 

0
sin

1

sin

1 =
∂
∂+

∂
∂

dr
rr

d
r

ψ
θ

θ
θ
ψ

θ
  

)١-١٠( 

)٢-١٠( 

)٣-١٠( 
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  :بنابراین
0==

∂
∂+

∂
∂ ψψθ
θ
ψ

ddr
r

d  
 می توان دید کـه جریـان   )2-10 (و همین طور از شکل . ثابت است ψخط جریان   هر  پس در امتداد    

  :برابر است با rاز المان سطح در جهت عبوری 
)(sin2

sin

1
)(sin2

2
δθθπ

θ
ψ

θ
δθθπδ rr

r
rrVQ rr ∂

∂==  

δθ
θ
ψπδ
∂
∂= 2rQ  

  :بر است با براθ در جهت  جریانهمچنین
)(sin2

sin

1
)(sin2 rr

rr
rrVQ δθπψ

θ
δθπδ θθ −

∂
∂−=−=   

r
r

Q δψπδ θ ∂
∂= 2     

  :پس 

ψπ
θ
ψθ

θ
ψπ ddrddQ 22 =





∂
∂+

∂
∂=  

  

  
  جریان سه بعدیمختصات کروی  در  ودبی خطوط پتانسیلرابطه :2- 10شکل 

  
  : داریمشرایط غیر چرخشی در سیستم مختصات کرویاز   باشدر جریان غیر چرخشیاگ

0
1

)(
1 =

∂
∂−

∂
∂

θθ
rV

r
rV

rr
  

  :خواهیم داشت) 2-10( سرعتها از با جایگذاری

0
sin

11

sin

11
2 =





∂
∂

∂
∂−





∂
∂−

∂
∂

θ
ψ

θθ
ψ

θ rrrrr
  

)١٠-۴( 

)١٠-۵( 

)١٠-۶( 
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  :در نتیجه

0
sin

11
sin

1
22

2

=





∂
∂

∂
∂+

∂
∂

θ
ψ

θθ
ψ

θ rr
  

  
متقـارن  لاپلاس برای تابع جریان در مختصات قطبی برای جریان غیـر چرخـشی        هم ارز با معادله     که  

شـرایط مـرزی     بـرای    .حاصل مـی شـود     معادله فوق تابع جریان غیر چرخشی        حلاز   .محوری است 
.  را بـه دسـت آورد      ψ تا معادله فوق را حل کرد       می توان  تقارن محوری با  خاص در جریان پتانسیل     

 ـنیستند از روش تبـدیل کانفرمـال و         متعامد  چون تابع جریان و تابع پتانسیل در این حالت دو تابع             ا ی
 ولی چـون    ،صادق است دیگر نمی توان استفاده کرد      متعامد   ϕو ψمتغیرهای مختلط که برای توابع        

یـا بـرهم   م کردن أ شرایط تو  ،  هستند  ϕو ψ روابط خطی بر حسب      ، لاپلاس معادله مانند ،رابطه فوق 
  استفاده کرد و    جریان و پتانسیل    توابع م کردن أتو صادق است و می توان در این حالت از روش            نهش

  .بعضی از جریان های مورد نظر را به دست آورد
  

  به دست آوردن توابع جریان ساده -10-2
تقـارن  بـا    ابتـدایی     پتانـسیل   برای حالت هـای جریـان هـای        ϕو ψاز این روابط برای دست آوردن     

  . استفاده می شودمحوری
  

   سه بعدی جریان یکنواخت-10-2-1
ــت    ــوازی در جه ــت م ــان یکنواخ ــت   xجری ــرعت ثاب ــا س ــان،U∞ب ــهی جری ــای   دارای مولف ه

θθ θ sin,cos ∞∞ −== UVUVrمی باشد .  

 
 مولفه های سرعت جریان: 3- 10شکل 

   :فوق داریماز روابط 
  

)٧-١٠( 
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θ
θ
ψ

cos
sin

1
2 ∞=

∂
∂= U

r
Vr  

  
  :درنتیجه

θθ
θ
ψ

cossin2rU∞=
∂
∂  

  : داریمθبا انتگرالگیری نسبت به 
)(sin

2

1 22 rfrU += ∞ θψ  
  :همچنین داریم

θψ
θθ sin

sin

1
∞−=

∂
∂−= U

rr
V  

  :در نتیجه
θψ 2sin∞=

∂
∂

rU
r

  
  :اشت خواهیم دrبا انتگرالگیری نسبت به

( ) )(sin
2

1 22 θθψ grU += ∞  
 هر دو باید با یک مقدار ثابت θg)( وrf)(از مقایسه روابط فوق نتیجه می گیریم که توابع اختیاری 

  .برابر باشند
cterU += ∞ θψ 22sin

2

1  
πθ و θ=0 خط ψ=0، که در آن صورتمی گیرنددر نظر که ثابت را معمولا صفر    . می باشد=

θψ 22 sin
2

1
rU∞=  

θو همین طور    
θ
ϕθϕ

θ sin
1

,cos ∞∞ −=
∂
∂==

∂
∂= U

r
VU

r
Vr  بـه روش مـشابه خـواهیم        ،اسـت

  :داشت
θϕ cosrU∞=  

  
  xزی با محورصفحات جریان و صفحات هم پتانسیل در جریان سه بعدی موا: 4- 10شکل 

)٨-١٠( 

)٩-١٠( 

)١٠-١٠( 

)١١-١٠( 
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  سه بعدی چشمه و چاه نقطه ای -10-2-2
 به اطـراف پخـش    به طور یکسان از یک نقطه به صورت شعاعی      Qدر نظر بگیرید که جریان حجمی       

 یعنـی  r تقسیم بر سـطح کـره بـه شـعاع     Q سرعت شعاعی جریان برابر است با     rدر شعاع   . می شود 
24 rπ.  

0,
4 22

=== θπ
V

r

m

r

Q
Vr  

در اینجا  که
π4

Q
m   : از رابطه سرعت با تابع جریان و تابع پتانسیل داریم. است=

0
sin

11 =
∂
∂−=

∂
∂=

rrr
V

ψ
θθ

ϕ
θ  

=0از
∂
∂
θ
ϕ نتیجه می شود ( )rf1=ϕ 0 و از=

∂
∂

r

ψ نتیجه می گردد ( )θψ 2f= .همچنین:  

22 sin

1

r

m

rr
Vr =

∂
∂=

∂
∂=

θ
ψ

θ
ϕ  

بنابراین به ترتیب از 
2r

m

r
=

∂
∂ϕ و  θ

θ
ψ

sinm=
∂
  :نتیجه می شود ∂

r

m−=ϕ  

θψ cosm−=  
  . تبدیل می شودm– به mبرای چاه سه بعدی 

  
  بعدیچشمه و چاه نقطه ای سه : 5- 10شکل 

 مقطعی از صفحات جریان و صفحات هم پتانسیل)ج (- صفحات هم پتانسیل) ب (-صفحات جریان) الف(

)١٢-١٠( 
)١٣-١٠( 
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  )نقطه ای(سه بعدی ) دوبلت (طبیدوق -10-2-3
)اگر یک چشمه نقطه ای در        ) ( )0,, ayx ) و چاه هم قدرت در نقطه        =− )0,a+  در وقتی  یم،   قرار ده

حاصلـضرب   و همزمان قدرت به طور نامحدود افـزایش یابـد،            ) a→0(ک شود    بسیار کوچ  aحد  
am2ثابت مقدار   سمتبهλ مقدار ثابت .میل می کند λبه عنوان قدرت دوبلت شناخته می شود .  

=






 −=







+−=

→→
)(limlim

21

21

0210 rr

rr
m

r

m

r

m

aa

ϕ  

  
  مختصات برای ایجاد دوبلت سه بعدی: 6- 10شکل 

121 داریم a→0 وقتی )6-10(مطابق شکل  cos2 θarr 2همچنین −≈
21 rrr θθ و→  در 1→

  :نتیجه

2

cos

r

θλϕ =  

با توجه به اینکه 
r∂

∂−=
∂
∂ ψ

θθ
ϕ

sin

  :یافت خواهیم 1

r

θλψ
2sin−=  

و از  ، به صورت دایره کامل نمی باشـند  پتانسیلصفحات هم جریان و صفحات )7-10(مطابق شکل    
 در اینجا و دو دسته خطوط همـدیگر را بـا            . دارد تفاوتدوبلت دو بعدی    این لحاظ با شکل دایره ای       

  . و متعامد نمی باشند درجه قطع نمی کنند90زاویه 

  
  رسم شده اند)خطوط شکستهبا (و صفحات هم پتانسیل )خطوط پیوستهبا (صفحات جریان مقطع ، دوبلت سه بعدی: 7- 10شکل

  
در پایان این بخش متذکر می شویم که ورتکس سه بعدی متقارن، شبیه آنچـه در مـورد ورتکـس دو                     

بعـدی   سـه     محـوری  بعدی روی صفحه دیدیم وجود ندارد، ولی می توان ورتکس حلقـوی متقـارن             

)١-١٠۵( 

)١-١٠۴( 
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مثال واقعی این حالـت، ایجـاد حلقـه ای از دود هنگـام خـروج از یـک       . داشت) 8-10(مطابق شکل  
  .سوراخ در هوا  می باشد

  
  خروجی از سوراخ جریان در ه دودایجاد حلق: 8- 10شکل 

این مسئله مثال دیگری است از این اصل که ورتکس ایجاد شده در سیال، نمی تواند در یک نقطه 
آزمایش ها نشان داده اند که .  و یا یک حلقه بسته را ایجاد کندا باید به جدار متصل شودتمام شود ی

بوده و سیال خروجی از سوراخ هر لحظه حرکت غیر چرخشی حلقه دود به شکل متقارن محوری در 
   . محصور است به حرکتش ادامه می دهد یلوله حلقودر حالی که به شکل 

  
  

   متقارن محورییم کردن جریان هاتوأ -10-3
اکنون در مرحله ای هستیم که می توانیم مطالعات خود در مورد روش توأم کردن جریانهای سه بعدی 

  .  برای مسائل پیچیده تر آغاز کنیمرا با تقارن محوری
  

  )سه بعدی(چشمه نقطه ای و جریان یکنواخت ترکیب  -10-3-1
جریان حول نـیم بدنـه متقـارن    ریان یکنواخت، با توأم کردن توابع جریان و توابع پتانسیل چشمه و ج 

  : می شودایجادمحوری 
θθψ cossin

2

1 22 mrU −= ∞  

r

m
rU −= ∞ θϕ cos  

  :خواهیم داشت )16-10(رابطه   بیان شده باو با مشتق گیری از تابع جریان
( )

2
2

22
cossincossin

sin

1

sin

1

r

m
UmrU

rr
Vr +=+=

∂
∂= ∞∞ θθθθ

θθ
ψ

θ
  

( ) θθ
θ

ψ
θθ sinsin

sin

1

sin

1 2
∞∞ −=−=

∂
∂−= UrU

rrr
V  

)١-١٠۶( 

)١٧-١٠( 

)١٩-١٠( 
)١٨-١٠( 
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  : نتیجه می شودrV=0 و همچنین ازo180=θدر نتیجهاست،  θV=0 در نقطه سکون 
0

2
=+− ∞ r

m
U  

2 لذا

1









=

∞U

m
rs  به شـرح   د  د و نیم بدنه را تشکیل می ده        جریانی که از نقطه سکون می گذر       و خط

  .مشخص می شودزیر 

  
 ان یکنواخت و یک چشمه نقطه ایترکیب جری: 9- 10شکل 

  

πθبا جایگـذاری     2و=

1









=

∞U

m
rs   خـواهیم داشـت   ) 16-10( درm=ψ   در نقطـه  اگـر  بنـابراین 

)سکون   ) ( )πθ ,, ar 2aUm  که خطوط جریان نیم بدنه از آن می گذرد         = ع جریان قرار    را در تاب   =∞
    بـر ) 16-10(بـا تقـسیم طـرفین رابطـه         .  مـی شـود    2aU∞=ψمقدار تـابع جریـان نـیم بدنـه          دهیم  

2aUm   : خواهیم داشت=∞

θθψ
cossin

2
1 2

2

2
−






=

∞ a

r

aU
   

2aUm عبور می کند sبرای خط جریانی که از نقطه        ∞==ψجریان نیم بدنـه  پس معادله تابع.  است 
  :    عبارت است از )شکل نیم بدنه(

              1cossin
2
1 2

2

=−





 θθ

a

r  
این نـیم بدنـه   . شکل نیم بدنه متقارن محوری را ایجاد می کند که چشمه را در داخل دارد   این معادله،   

ah نیم بدنـه قطـر      r→∞در فاصله دور     .را می توان مشابه یک لوله پیتوت در نظر گرفت          42  را =
  :می توان نوشت. خواهد داشت

θθ cos2
24

2
2222

r

m

r

m
UVVV r ++=+= ∞  

  : برنولی توزیع فشار به صورت زیر حاصل می شود رابطه ازو

)٢١-١٠( 

)٢٠-١٠( 
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 θ
ρ

cos21
224

22

2

2

1
∞∞∞

∞ −−=







−=−

Ur

m

Ur

m

U

V

U

pp  

o5.70,3سرعت ماکزیمم و فشار مینیمم روی جسم در          == θar      سـرعت   خواهد بود که مقدار
=∞ماکزیمم   UV 155.1max  از این نقطه به بعد سرعت روی بدنـه بـه طـور آهـسته، کاسـته               .  می شود   

کاهش سرعت و افزایش فشار بسیار کم و تدریجی است و .  می رسدU∞می شود تا در بی نهایت به 
≈0در این حالت    

dx

dp      دید که طبق تئـوری لایـه مـرزی جـدائی نخـواهیم داشـت               است و می توان. 
 نـیم بدنـه سـه بعـدی      جـسم   حقیقی حول یک    جریان شابهم تقریباًبنابراین این جریان غیر چرخشی،      

    م کنـیم شـکل نـیم بدنـه ای ایجـاد      أولی اگر جریان یکنواخت را با چاه تـو . متقارن محوری می باشد  
مـی شـود، بنـابراین      جدائی  ایجاد   و باعث  دارد ی زیاد بتاً نس  در پشت سطح افزایش فشار      که می شود 

  . نخواهد بودواقعی حالت ، شبیهشکل این حالت
  

    دوبلتو جریان جریان یکنواخت ترکیب  -10-3-2

  :کند  تابع جریان زیر را تولید میدر مبدا مختصات) دوبلت (طبیمجموع یک جریان موازی و یک دوق
θλθψ 222 sinsin
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r
rU −= ∞  

 جریان حول کره وقتی ناظر بـا کـره حرکـت مـی کنـد                معادل با   این ترکیب   خواهیم دید  اًه بعد کچنان
  . خواهد بود

  
  ددارل کره وقتی ناظر با کره حرکت جریان حو  10-3-2-1

ϕψابع  وت. مجموع دوبلت و جریان یکنواخت سه بعدی این جریان را تولید می کند               ترکیـب   بـرای  ,
         : عبارتند از x محور  موازیو  U با  سرعت اقع شده در مبدا مختصات و جریان یکنواختدوبلت و

              θθλϕϕϕ cos
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3 کـه کـره ای بـه شـعاع           ، جامد در نظر گرفت    ر را می توان جدا    ψ=0 سطح
2

U
a

λ=    دباش ـ مـی .
  . جریان اطراف کره استمعادل با خطوط جریان دیگر 

  
   کره حرکت می کندجریان اطراف کره که ناظر با :10-10شکل 

  . روی کره چنین عمل می کنیم فشار وتوزیع سرعتبرای بدست آوردن 
θλφ
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(
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U
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Vr +−=
∂
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θλ
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θ sin)(
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3
U

rr
V −−=

∂
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 و  استrV=0 یعنی روی جداره کره ψ=0روی سطح جریان 
2

3Ua=λروی جدار .  می باشد
ar   : بوده بنابراین سرعت روی جدار=

θθθ sin
2

3
sin)

2
(

3

3
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r
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VV

ar
−=−−==

=
  

πθپس θV=0 در نقطه سکون. استجهت خلاف عقربه ساعت مثبتدر  θVکه ar و =0, = 
ar رویسرعت ماکزیمم  .می باشد نقطه ای است که  در =

2
,

2

3 πθπθ  باشد و مقدار  می==

UVسرعت ماکزیمم 
2

3
max ابل محاسبه ق ، رابطه برنولیازو توزیع فشار روی سطح   خواهد بود=

  .است
                                                                   θ

ρ
2

2

sin
4

9
1

2

1
−=− ∞

U

pp  

θθرا  جدار کرهروی سرعت که از معادلات فوق  sin
2
3

UV
ar

−=
=

می توان دید که  نشان می دهد 

از
2

πθ πθتا  = ار  و در نتیجه افزایش فشمی گذارد کاهش رو بهیافته نافزایش  ،سرعت  دیگر=
 می توان رده شود با گرادیان فشار این حالت به کار ب)لایه ای (رامآ اگر معادلات لایه مرزی .داریم

از دقیقاَ البته در صورتی که افزایش فشار  خواهد بود، o76=θنقطه جدائی را به دست آورد که در 
θsin اترابطه برنولی بر اساس تغییر

2

3
UV  لایه رت بصو تبعیت کند و جریان در قشر مرزی=−

 شکل خطوط  حتی در قشر مرزی لایه ای، پس از جدائی.ی باشد این زاویه درست خواهد بودا
دیگر از رابطه فوق  ، جریان قبل از کره اثر می گذارد و تغییر سرعتسطح برجریان تغییر کرده و 
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)٣٠-١٠( 



 ٢١٩ / جریان سه بعدی غیر چرخشی -هم  فصل د

 سرعت ماکزیمم .اشت برخاستگی پهن تری پشت کره خواهیم د، در عمل.تبعیت نمی کند
وقتی .  خواهد بودo98=θدر حدود نیز  خواهد بود و جدائی o107=θ و در زاویه U3.1حدود

 از DCو ضریب رخ می دهد  o70=θ می افتد در حدود به تعویققشر مرزی مغشوش شود جدائی 
   . کاهش می یابد در قشر مرزی مغشوش4.0 به حدود 8.0حدود 

  
 دور از کره را نشان U∞ در جریان با سرعت یکنواخت aشکل زیر کره ای به شعاع ) 1-10مثال 

 با فرض اینکه تا قبل از  رخ دهد،α زاویه در AB روی خط محیطی برخاستگیمی دهد، اگر 
اگ درضریب  باشد، ناچیز برخاستگی و بازیافت فشار در ناحیه جدایش، جریان پتانسیل معتبر باشد

 .فشاری روی کره را برای حالات ذکر شده فوق محاسبه کنید

 
   المان انتگرالگیری روی سطح کره-ن اطراف کره  ب ناحیه برخاستگی در جریا-الف: 11-10شکل 

  -حل
θداریم ) 30-10(از رابطه 

ρ
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pp  فشار نسبی برابر است باپس:  

)sin
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9
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1 22 θρ −= ∞UP  
  :پسای فشاری در ناحیه بالادست کره برابر است با
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cos(sin aUdaUD  







 −= ∞ ααπρ 4222

1 sin
16

9
sin

2

1
aUD  

با فرض اینکه در این ناحیه فشار روی سطح کره با فشار . حال منطقه برخاستگی را در نظر می گیریم
  :نقطه جدایش برابر است خواهیم داشت
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2 sin
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sin
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)sin()sin
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1
)sin( aUaUaPD

  :پسای برآیند روی کره برابر خواهد بود با
( )απρ 422

21 sin
16

9
aUDDD ∞=−=  

  :در نتیجه ضریب پسا به صورت زیر است
α

πρ
4

22 sin
8

9

)(2/1
==

∞ aU

D
CD  

  : برابر است باضریب دراگ فشاری روی کره را برای حالات ذکر شده

88.0)94.0(
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9
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08.1)99.0(
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9
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==→=
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D
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α
  

کره این است که ضخامت  اطراف انی در جری و تجربی تئوریپسادلیل اصلی تفاوت بین ضریب 
تگی به دیواره اگر ضخامت جابجایی تا محل برخاس. جابجایی در محاسبه تئوری لحاظ نشده است

  . بهترین تطبیق را با هم خواهند داشت،کره اضافه شود نتایج
  

  ثابت نسبت به ناظر  متحرک  جریان اطراف کره10-3-2-2

در حالت الگـوی  . در الگوی گذشته ناظر و کره نسبت به یکدیگر ثابت بودند و سیال حرکت می کرد               
 که با سرعت ثابت در سـیال سـاکنی حرکـت             غیر دائمی، ناظر ثابت، کره متحرکی را مشاهده می کند         

  و  مشاهده می کند که سیال به حرکت در می آیـد           ،ثابت ناظر   ، متحرک در جریان اطراف کره   . می کند 
 یعنـی  ψ=0 که روی سـطح   سه بعدی می باشد    قطبیی از دو  ت مشابه جریان قسم   ،جریان اطراف کره  

روی جداره کره    
2

3Ua=λ در حالتی که کره شروع به حرکت می کند جریان اطراف نسبت به             . ست ا
سرعت حرکت کره در سیال      U. می باشد ) 7-10(شکل  مثل جریان دوبلت    ) از دید ناظر ساکن   (کره  
  .است

  
  سطوح جریان و سطوح هم پتانسیل برای حرکت کره در سیال: 12-10شکل 
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   :می باشند  زیر به ترتیب بصورت آن و پتانسیل  جریان تابع بنابراین
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r 2

sinsin 232 θθλψ −=−=  
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θθλϕ ==  
22 از مرکز کره در هر لحظه برابر با rسرعت سیال در هر نقطه ای به فاصله 
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وقتی کره از حالت سکون در سیال حرکت می کند و به سرعت ثابت می رسد، نیرویی لازم است که                    
بـرای هـر المـان از سـیال بـا      . به جسم و سیال اطراف شتاب دهد، و آن را به حالـت نهـایی برسـاند              

2، مقدار انرژی جنبشی   V و سرعت  dMجرم

2

1
VdM    انرژی جنبشی سـیال  در هر لحظه  می باشد و

  : برابر است بااطراف کره

∫= dMVTf
2

2

1  

  
  rکره به شعاع  روی dsالمان سطح : 13-10شکل 

sin(2)((با توجه به شکل در مختصات قطبی θθπ rdrds    می باشد، پس=
( ) drrdrdrdsddM θθπρρρ sin2.. ==∀=  

  :انرژی جنبشی سیال اطراف کره برابر است با
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  :در نتیجه
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
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= πρ  

Mکه   یعنی نصف جرم سیال جابجا شده بوسیله کره است        ′
3

4

2

1
'

3a
M f

πρ= .کـل   نرژی جنبشی ا 
  .می باشدبه صورت زیر ، که و کرهبرابر است با انرژی جنبشی سیال

[ ] 2'
2

1
UMMT sf +=+  

نیروی . شتاب بدهدو هم به کره برای شتاب دادن یا کند کردن کره، نیرویی لازم است که هم به سیال       
برابر  اضافی لازم برای شتاب دادن به سیال        

dt

du
MF      برابر اسـت بـا      ،نیروی کل برای شتاب   . است=''

dt

du
MMF )'( )'(که =+ MM  جرم سیال هـم حجـم کـره         نصف M'.  را جرم موثر می نامند     +

  به جرم خود کـره M' جرم مجازی آشکارفزایش بدین ترتیب اثر وجود سیال، ا  . جرم کره است   Mو
  . استMیعنی

  
  چشمه و چاه  و یکنواختجریان  بی ترک-10-3-3

ax نقطه ای در   و یک چشمه  ها  xدر جهت محور   U ترکیب جریان یکنواخت   نقطـه ای   و چاه =−
axدر    معـروف   1را ایجاد می کند که بـه بدنـه رانکـین          ) تخم مرغی (بیضوی  جسم    جریان حول     =

  :د بودن به صورت زیر خواه تابع پتانسیلمعادلات .است

  
   جریان یکنواخت و چشمه و چاهبیترک: 14-10شکل 
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1  Rankine body 
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  :معادلات تابع جریان نیز عبارتند از
( )21

22 coscossin
2

1 θθθψ −−= mUr  

( )21
2 coscos

2

1 θθψ −−= mUR  
  :داریم) 41-10(از معادله  است و R=0ها xروی محور ) 14-10(با توجه به شکل 
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m
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  : بدست آوردx توان با برابر صفر قرار دادن سرعت در امتداد محور در نتیجه نقاط سکون را می

0
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  :جه در نقاط سکوندر نتی

0
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4
222 =
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ax

ax

m

U

s

s  
  .با حل این معادله نقاط سکون مشخص می شوند

  
  )تخم مرغی(جریان اطراف یک بیضوی : 15-10شکل 

  

  :خواهیم یافت) 43-10(از رابطه .  معادله جدار جسم بدست می آیدψ=0به ازای 
0)cos(cos

2 2
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θ222آن  درکه   sinrR است که به ازای      =
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πθ  برابر با نصف ماکزیمم عرض      )15-10(شکل   در   =

αθαπθ شـکل    مطابق. است opیعنی جسم =−= 12  و نیـز     ,
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  :خواهیم داشت) 44-10(رابطه 
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که با حذف 
U

m داریم) 44-10( به کمک رابطه :  
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hah

222
222 )( −=+  

),(بدین ترتیب برای بدنه رانکین با ابعاد دلخواه  hxs می توان به وسیله رابطه فوق، موقعیت چاه و 
)0,(چشمه  a±را تعیین نمود .  

  
  سه بعدی ) چاه(خط چشمه  -نقطه ای ) چاه(ترکیب بینهایت چشمه  -10-3-4

خط چشمه سه بعدی پاره خطی است که در امتداد آن بـی نهایـت چـشمه نقطـه ای سـه بعـدی بـه                          
جریانی است که در واحد طـول خـط    مقدار    خط چشمه،  قدرت. ت یکنواخت توزیع شده است    صور

 در امتـداد    1l تـا فاصـله      أ مبـد  از یک خط چشمه     ) الف 16-10 ( شکل مطابق .چشمه خارج می شود   
   . توزیع شده اندx در امتدادط چشمه انقنشان داده شده است و  xمحور 

  
  صفحات و خطوط جریان و خطوط هم پتانسیل-  بخط چشمه سه بعدی تعریف -فال: 16-10شکل 

  
),( در هر نقطه مثل    ψمقدار   RxP  در اثر یک المان طولlδای که آن را می توان یک چشمه نقطه  

   : داردlqδ قدرتی معادل ،در نظر گرفت
αδα

π
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4
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lq ′−=−=  

که  
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q
m واضح است کـه  .  می باشدP و خط واصل بین المان و نقطهx زاویه بین محور αو و  ′=

ψ مجموع تمام δψ 1ها در طول خطlخواهد بود، به عبارت دیگر :  
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00
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  :و چون
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)١٠-۴٩( 

)١٠-۴٨( 

)١٠-۴٧( 

)١٠-۵٠( 
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  :با دیفرانسیل گیری از طرفین این رابطه داریم

α
α

αα
dRdl

2

22

sin

cossin −−=−  
  :در نتیجه

α
α

d
R

dl
2sin

=  
  :بنابراین

( ) 1

0
sin

1
'

sin

cos
'

2
0

α

αα
α

α
αψ 



−=−= ∫ RmdRm

l

  

واقع  ی کانوناط با نقیی متقارن سهمی ها، )ب16-10(ت جریان مطابق شکل خطوط و صفحاشکل 
  . یک خط چاه، منفی یک خط چشمه خواهد بود.است  انتهای خط چشمه دودر

( ) ( )110
10

''
sin

1

sin

1
' rrmrrmRm −−=−−=








−−=

αα
ψ  

  
   و جریان موازی سه بعدی خط چاه نقطه ای، چشمهترکیب -10-3-5

 بعدی و نقطه چاه، جریان اطراف نیم بدنه که یک         پیشتر دیدیم که در حالت ترکیب جریان موازی سه        
mQای  ولی در این حالت ، چون دبی چشمه نقطه   .طرفش تا بینهایت ادامه دارد ایجاد می شود        π4= 

lmqlQو دبی چاه     ′==′ π4               است، وقتی مقدار دبی خروجی از چشمه با دبی ورودی به خط چـاه 
جریان حول یک جسم بسته متقارن دوکی شکل ایجاد می شود، مثل            )  برابر باشد  ′Q با Q(برابر باشد   

  .بدنه زیر دریایی یا بالون یا بدنه اصلی هواپیمای مادون صوت یا شکل بدن پرندگانی چون کبوتر
   ψ کل=  ψنقطه چشمه+  ψ خط چاه + ψ جریان موازی

  :تابع جریان این ترکیب به شکل زیر خواهد بود
θθψ 22

1 sin
2

1
)('cos Urrrmmr +−+−=  

  
  جریان اطراف یک جسم سه بعدی دوکی شکل: 17-10شکل 

نواخت می توان جریان با ترکیب تعدادی چشمه های خطی و چاه های خطی کوتاه با جریان یک
می توان با استفاده از رابطه برنولی برای تقریبی حول هر جسم مدور را به دست آورد، سپس 

  . مختلف، توزیع سرعت و فشار روی آنها را به دست آوردشکلهای

)١٠-۵١( 

)١٠-۵٢( 

)١٠-۵٣( 

)١٠-۵۴( 
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با ترکیب جریان یکنواختی به سرعت       ) 2-10مثال  
s

m
U ml یک چشمه خطی به طول      =10 2.01 = 

(با قدرت 
/

(
4

1 3

1 m

sm
m

π
mlو یک چاه خطی به طول        = 4.02 (بـا قـدرت   و   =

/
(

4

5.0 3

2 m

sm
m

π
= 

   .جریان حول بدنه مدوری مانند شکل زیر حاصل شده است
  . طول جسم مدور را تعیین کنید-الف
  .ه کنید را محاسبo45=θ شعاع این جسم در -ب

 

 
  2-10 بدنه مدور مثال جریان اطراف: 18-10شکل 

  : تابع جریان این ترکیب عبارت است از- حل

)()(sin
2

1
21211

22 rrmrrmUr −+−−= θψ  
  :یا

221211
22 )(sin

2

1
rmrmmrmUr −++−= θψ  

 :از هندسه شکل داریم

[ ] [ ] 2

1
2

11
22

1
2

1
2

1 cos2)cos()sin( lrlrlrrr +−=−+= θθθ  
( )[ ] [ ] 2

1
2

2121
22

1
2

21
2

2 )(cos)(2)(cos)sin( llllrrllrrr +++−=+−+= θθθ  
  

  :با جایگذاری در تابع جریان
[ ] [ ] 2

1
2

2121
2

2
2

1
2

11
2

211
22 )(cos)(2cos2)(sin

2

1
llllrrmlrlrmmrmUr +++−−+−++−= θθθψ

  
  :بنابراین.  استrV=0روی بدنه 

0
sin

1
2

=
∂
∂=
θ
ψ

θr
Vr  
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0
)(cos)(22

sin)(2

cos22

sin2
)(cossin

sin
1

2
2121

2

21
2

2
11

2

1
21

2
2

=






+++−
+






−

+−
++=

llllrr

llr
m

lrlr

rl
mmUr

r
Vr

θ
θ

θ
θθθ

θ
  

  :با ساده سازی داریم
0

)(cos)(2

)(

cos2
)(cos

2
2121

2

21
22

11
2

1
21 =

+++−
+−

+−
++

llllrrr

ll
m

lrlrr

l
mmU

θθ
θ  

ABدر دو انتهای جسم، به ترتیب در نقاط    : داریم,

0
)(

)(

)(
)(0

21

21
2

1

1
21 =

−−
+−

−
++→=

llrr

ll
m

lrr

l
mmU

AAAA

θ  

0
)(

)(

)(
)(

21

21
2

1

1
21 =

++
+−

+
++−→=

llrr

ll
m

lrr

l
mmU

BBBB

πθ  

  :با محاسبه خواهیم داشت
mr

rr
r A

AA
A 6039.00

)6.0(

)4.02.0(
)

4

5.0
(

)2.0(

2.0
)

4

5.1
(10 =→=

−
+−

−
+

ππ
  
 

mr
rr

r B
BB

B 00757.00
)6.0(

)4.02.0(
)

4

5.0
(

)2.0(

2.0
)

4

5.1
(10 =→=

+
+−

+
+−

ππ
  

  :در نتیجه طول جسم برابر است با
mrr BA 6115.0=+  

  : خواهیم داشتo45=θ و ψ=0در حالت 

2

1
22

2

1
22

2

2

)6.0(
2
2

)6.0(2)
4

5.0
(

)2.0(
2

2
)2.0(2)

4

5.1
(

4

1

2

2
)10(

2

1
0












+








−−












+








−+−








=

rr

rrrr

π

ππ  

mrبا حل به روش سعی و خطا   o45=θ حاصل می شود، بنابراین شعاع این جسم در =0510.0
mrبرابر  o 0361.045sin   . خواهد بود=
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  تمرین های فصل دهم

مطابق شکل، حلقه دود خروجی از یک سوراخ به صورت متقارن محـوری بـه یـک      -10-1

، دلیل افزایش    آینه ای  یرتصوروش  دیواره تخت نزدیک می شود، با توجه به مبحث          

 . سرعت آنرا شرح دهید ضخامت وتدریجی قطر حلقه و کاهش

 
 )1- 10 (مربوط به تمرین: 19- 10شکل 

اگر یک جریان یکنواخت را با جریان چاه سه بعدی ترکیب کنیم شکل نیم بدنـه ای               -10-2

  با نوشـتن   .ایجاد می شود که در پشت سطح آن، افزایش فشار نسبتاً زیاد خواهد بود             

روابط لازم معادله سطح جسم و توزیع فشار را به دست آورید و توضیح دهیـد کـه                  

 این حالت، شبیه حالت واقعی نیست؟چرا 

نشان دهید نیروی پسا روی یک کره در جریان ایده آل بدون برخاستگی  برابر صفر                  -10-3

 . خواهد بود

طح افقی قـرار گرفتـه اسـت و          مطابق شکل زیر روی یک س      a2یک نیمکره به قطر      -10-4

فرض می کنـیم جریـان سـیال را مـی تـوان      . جریان هوا از چپ به راست می گذرد      

 بخـواهیم   Aاگـر در نقطـه      . فرض کـرد  ) غیر چرخشی (معادل جریان سیال ایده آل      

ارج در آن نقطـه باشـد        داخل نیمکره برابر فشار خ ـ     iPسوراخی ایجاد کنیم تا فشار      
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محل این سوراخ کجا باید باشد تا بر اساس تئوری بدون لزجت، برآیند نیروی وارد               

 بر نیمکره صفر شود؟

  
  )4- 10 (مربوط به تمرین: 20- 10شکل 

توضیح دهید که چرا جریان در اطراف یک جسم متقارن محوری دوکی شکل دارای               -10-5

 توان آنها را به دسـت آورد؟ آیـا ایـن            تابع جریان و تابع پتانسیل است و چگونه می        

توابع متعامد هستند؟ در حالتی که سیال را غیر لزج فـرض کنـیم شـکل چنـد خـط                    

جریان اطراف جسم و توزیع فشار روی جسم را رسم کنیدو نقطه یا نقاط سکون را                

 .مشخص نمایید

 مطـابق   m75.0کثر   و قطر حـدا    m3یک جسم متقارن محوری دوکی شکل به طول          -10-6

شکل با سرعت    
s

m
شکل تقریبی مرز لایه مـرزی      .  در آب یا هوا حرکت می کند       10

بـرای دو   . را به صورت نقطه چین رسم کنید و نواحی مختلف جریان را نشان دهید             

 قطـر  حالت آب و هوا نیروی پسا را محاسبه کنیـد و بـا نیـروی پـسای کـره ای بـه           

m75.0مقایسه کنید . 

  
 )6-10 (مربوط به تمرینجسم دوکی شکل : 21- 10شکل 

،  و کره مـذکور    مطرح شده در تمرین قبل    دوکی شکل    جسم    جریان اطراف  در -الف -10-7

 برای کدام جریان و در چه نقطه ای         ،در چه حالتی ممکن است کاویتاسیون رخ دهد       
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هر دو جـسم را زبـر کنـیم، نیـروی پـسا در              سطح  در صورتی که     -بخواهد بود؟   

 هریک از جریانهای هوا و آب چگونه تغییر خواهد کرد و چرا؟

کـه   dماکزیمم ) ضخامت( و قطر Lیک جسم سه بعدی تخم مرغی شکل به طول   -10-8

این جسم با سـرعت     . رن است در نظر بگیرید     ها متقا  xمطابق شکل نسبت به محور    

 :با فرض سیال ایده آل.  در سیال ساکن از راست به چپ حرکت می کندUثابت

  
 )9- 10(  و )8- 10 (جسم سه بعدی مربوط به تمرین: 21- 10شکل 

   تابع جریان اطراف این جسم از ترکیب چه جریانهایی حاصل می شود؟-الف

 یا نقاط سکون جریان، محل سرعت ماکزیمم و فشار مینـیمم را مـشخص کنیـد و                   نقطه -ب

  .توزیع سرعت روی جدار را رسم کنید

در یک طـرف جـسم      و سه خط پتانسیل، با تقریب خوب        یکسان  δψ سه خط جریان با      -ج

 .رسم کنید

ا یـا یـک زیـر    فرض کنید جسم متحرک مطرح شده در تمرین قبل، یک بالن در هـو    -10-9

 سرعت صوت در سیال، در حرکـت        2.0دریایی در آب باشد که با سرعت کمتر از          

 و در Aباشد به طوریکه رینولدز جریان، اندازه گیری شده بر اساس طـول از نقطـه       

 . باشد610 حدود Dامتداد جدار جسم در نقطه 

 کنید و شکل تقریبـی  مشخص تغییرات تقریبی ضخامت لایه مرزی را یک طرف جسم   -الف

BCDEFرا در نقاط توزیع سرعت    . رسم کنید در هر دو نوع سیال,,,,
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آیا می توان در این جریانها از تغییرات جرم مخصوص صرفنظر کـرد و جریـان را غیـر                    -ب

  .فرض کرد؟ دلایل خود را توضیح دهیدقابل تراکم 

 در هر دو جریان، نقطه یا نقاط ماکزیمم سرعت و مینیمم فشار و همچنین نقطه یـا نقـاط       -ج

مینیمم سرعت و ماکزیمم فشار را مشخص کنید و توزیع فـشار در اطـراف جـسم و توزیـع                    

 . را رسم کنیدF تا Aتنش برشی از نقطه 

با ترکیب جریان یکنواختی بـه سـرعت          -10-10
s

m
U  یـک چـشمه خطـی بـه طـول           =10

ml 4.01 ( با قدرت  =
/

(
4

1 3

1 m

sm
m

π
ml و یک چاه خطی به طول        = 2.02  و بـا    =

(قدرت
/

(
4

2 3

2 m

sm
m

π
طول جـسم  .  جریان حول بدنه مدوری حاصل شده است     =

 . را محاسبه کنیدo60=θمدور را تعیین کنید و شعاع این جسم در 
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  تمرین های تکمیلی
در شکل زیر با فرض اینکه ارتفاع سطح آزاد آب در مخزن ثابت می ماند مطلوب است  -1

 و یکبار با در  یکبار بدون در نظر گرفتن افتهاBو   Aمحاسبه فشار و سرعت جریان در نقاط
  :در نظر گرفتن افتها ی مسیر در حالات زیر

mh -الف   . باشد=5.0
mh -ب   . باشد=5
 و در BK=22.0 برابر با B و در مقطع AK=5.0 برابر A در مقطع  رایب افت موضعیاضر

ضریب افت طولی در جریان آرام . در نظر بگیریدelbowK=95.0محل خم 
Re

64=fبرای . است 

آب 
s

m

m

kg
waterwater

2
6

3
10005.1,1000 −×== υρ  

  
   1 تکمیلی مربوط به تمرین): 1(شکل 

  
جریان آب از  یک شیلنگ که متصل به لوله اصلی آب است در حال خارج شدن می باشد،  -2

ن را فشار دهیم به طوریکه آب از سطح مقطع اگر انتهای شیلنگ در سمت خروجی جریا
کمتری خارج شود، توضیح دهید که سرعت فوران آب و دبی جریان چه تغییری می کنند و 

 .چرا؟ در مورد پاسخ خود  با نوشتن روابط مناسب بحث کنید

 
با لزجت  و کاملاَ صاف در مقابل جریان آب cm20ای به قطر  استوانه -3

s

m2
610005.1 −×=υ اگر فشار در دور . طول استوانه را زیاد فرض می کنیم. قرار دارد
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دست فشار اتمسفر باشد، شکل جریان و نیروی دراگ را برای واحد طول استوانه در دو 
همچنین سرعت ماکزیمم و فشار . حالت زیر به دست آورید و در مورد جوابها بحث کنید

  . دست آوریدنیمم و محل آنها را به می

 سرعت جریان -الف
s

m
  . باشد2

 سرعت جریان -ب
s

m
  . باشد40

 
 یک سدّ، مطابق شکل زیر که می توان آنرا با ترکیب 1در جریان ورودی به سرریز نیلوفری -4

سطح آزاد یک چاه و یک ورتکس آزاد مدل نمود، نشان دهید بعد از باز شدن دریچه، معادله 

آب را در منطقه غالب می توان به صورت
22

22

8

)(

gr

kQ
z

π
 قدرت Q تخمین زد که در آن =−+

چاه و
π2

kقدرت ورتکس می باشد . 

  
   4مربوط به تمرین تکمیلی ): 2(شکل 

522 برابر با xاگر مولفه سرعت در جهت  -5 ++= zxu و در جهت y 22 برابر با zyv += 
 به دست آورید به قسمی که مقادیر فوق در zباشد معادله سرعت را برای مولفه در جهت 

 .معادله پیوستگی صادق باشند

 

مطلوب است محاسبه قدرت مورد نیاز یک دابلت بر حسب -6
s

m2

 که بتواند جریان غیر 

 سرعت چرخشی سیالی با
s

m
) به صورت غیر چرخشی ( m1 را اطراف استوانه ای به قطر 4

 باشد، در صورتیکه فشار جریان آزاد  Co20اگر این سیال آب با دمای . شبیه سازی کند
kPa10و دانسیته آب 

3
1000

m

kg=ρباشد  

                                                
1 Penstock  
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    فشار در نقطه سکون چقدر است؟-الف
   سرعت تقریبی ماکزیمم روی استوانه چقدر است؟-ب
   چقدر است؟o135=θ سرعت و فشار روی استوانه در-ج
  . تفاوت جریان حقیقی با جریان غیر چرخشی را به طور خلاصه توضیح دهید-د
  .ی آب محاسبه کنید مقدار نیروی پسا را برای جریان حقیق-هـ
 
یک بیضی رانکین در اثر وجود یک دو قطبی که عبارت از یک چشمه و یک چاه می باشد  -7

در یک چنین .  قرار دارد به وجود می آیدxکه در یک جریان یکنواخت موازی با محور 
جریانی ضخامت ماکزیمم بیضی

4

aریان سرعت جریان را بر حسب سرعت ج.   می باشد

 به فاصله y در نقطه ای روی محور Uیکنواخت موازی
4

aاز مبدا مختصات حساب کنید . 

   
   7مربوط به تمرین تکمیلی ): 3(شکل 

  
 فشار 0P  عبور می کند اگر a از روی سیلندر به شعاع 0U جریان یکنواختی با سرعت  -8

 در نقطه ای روی سیلندر که PCمقدار. جریان یکنواخت در فاصله دور قبل از سیلندر باشد
 ضریب فشار نامیده می شود و طبق رابطه PC. را حساب کنیدPمقدار فشار باشد

2

0

2
1 U

pp

ρ
 . تعریف می گردد−

 
 از یکدیگر قرار گرفته اند، ε→0 که به فاصله mترکیب یک چشمه و یک چاه با قدرت  -9

موقعیت چشمه و چاه در  .جاد می کندیک دابلت ای مقدار ثابتی باشد εmدر صورتی که 
,0(صفحه به ترتیب 

2
(
ε− 0( و,

2
(
ε+کدام یک از موارد زیر می تواند یک دابلت .  است

 معادل با دابلت فوق را ایجاد کند؟ شرایط آن چیست؟

  . ترکیب یک ورتکس و یک چشمه-الف
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  . ترکیب دو ورتکس-ب
  . ترکیب دو چشمه و دو ورتکس-ج

ی حالت جریان غیر چرخشی و جریان  در ترکیب جریان اطراف استوانه با ورتکس، برا -10
حقیقی بحث کنید که شکل جریان چگونه می شود و چگونه می توان نیروهای پسا و برآ  را 
با توجه به توزیع فشاری که اتفاق می افتد به دست آورد؟ شکل جریان را برای حالتهایی که 

ه وجود دارد  هیچ نقطه سکون روی استوان- یک نقطه سکون، ج- دو نقطه سکون، ب-الف
 .رسم کنید

 
21 در معادله لاپلاس صدق کند تابع 2ψ و 1ψنشان دهید اگر تابع جریان  -11 ψψψ  نیز =+

آیا . در معادله لاپلاس صادق است
2

21
2
12

ψ
ψψψψ S++= می تواند حل لاپلاس باشد؟ 

  . جسم دو بعدی زیر و خارج آنها رسم کنیدخطوط جریان را بین دو

  
    11مربوط به تمرین تکمیلی ): 4(شکل 

  

zzrr بردار سرعت، به صورت در مختصات استوانه ایاگر نشان دهید  -12 evevevV ˆˆˆ ++=
→

θθ 
 :، بردار ورتیسیتی به صورت زیر استباشد
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11  
 

و رابطه اویلر در مختصات وانه ای شروع کنید  استوکس در مختصات است-از روابط ناویر -13
 .استوانه ای را به دست آورید

 
 کره با سطوح صیقلی را بر حسب عدد      روی یک ضریب دراگ در    تغییرات  نمودار شکل زیر     -14

 . را توضیح دهید بدین صورتتغییرات ضریب درگ یلدل. رینولدز نشان می دهد
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   14مربوط به تمرین تکمیلی ): 4(شکل 

 
از سمت چپ، مخلوط همگن با . زیر یک راکتور با سطح مقطع ثابت را نشان می دهدشکل  -15

در منطقه واکنش، مخلوط دچار تغییر شیمیایی شده و .  وارد می شود1vو سرعت 1ρچگالی 
دینامیکی ورودی، فشار نسبت افت فشار کل به .  می رسد2ρچگالی آن به 

2
1

0201

2

1
v

PP

ρ

− 

 چقدر است؟

  
   15مربوط به تمرین تکمیلی ): 5(شکل 

 
 نسبت به یک افق به یک θ به طور مایل با زاویه h و عرض Vیک جت آب با سرعت  -16

. جریان را می توان تراکم ناپذیر و غیر لزج فرض کرد. دصفحه تخت افقی برخورد می کن
 .سرعت و ارتفاع هریک از جریانهای افقی را به دست آورید
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   16مربوط به تمرین تکمیلی ): 6(شکل 

 
در غیاب نیروی . یک جت آب مطابق شکل زیر از میان دو صفحه موازی خارج می شود -17

 دور شدن از لبه انتهایی به مقدار کافی عرض با. جاذبه مسیر جریان مستقیم با قی می ماند
 .جریان ثابت خواهد بود

   آیا از اثر لزجت می توان صرفنظر کرد یا باید آنرا در نظر گرفت؟ چرا؟-الف
   در این جریان مجاز است؟2 و 1از معادله برنولی بین  با توجه به قسمت قبل، آیا استفاده -ب
) cخطوط (، یا برابر )bخطوط (، بیشتر )aخطوط ( آیا عرض جریان در این نقطه، کمتر -ج

رابطه ای میان عرض جریان در این محل و فاصله صفحات به دست فاصله دو صفحه است؟ 
  .فرضیات خود را بنویسید. آورید

جریان در دهانه خروجی، توسعه یافته است و سرعت در این مقطع دارای پروفیل : راهنمایی(
  ).سهمی است

  
   17ط به تمرین تکمیلی مربو): 7(شکل 

 
یک جت آب بسیار سریع از نازل خارج .  یک تمیز کننده هوا مطابق شکل زیر کار می کند -18

این جت در ادامه لوله، شکسته شده و تبدیل به جریانی . شده و به درون لوله پاشیده می شود
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خل کشیده هوای دارای گرد و غبار از اطراف، تحت تأثیر جت به دا. از قطرات ریز می شود
شده و در هنگام تغییر جهت، ذرات معلق آن جدا شده و توسط قطرات آب جذب می 

دبی . در انتهای لوله، قطرات آب جمع آوری شده و از هوای تمیز جدا می شوند. شوند
، قطر لوله h، فاصله صفحات&jm، دبی جتjvهوای تمیز شده را بر حسب سرعت جت

 . و چگالی های آب و هوا به دست آوریدdخروجی

  .برای ساده تر شدن تحلیل، فرضیات زیر را استفاده کنید: راهنمایی
• Ddh <<<< 
 .سرعت هوا و قطرات آب در خروجی با هم برابر است •

• ej vv >> 

• eairjj vmvm && >> 

  
 18مربوط به تمرین تکمیلی ): 8(شکل 

 
مطابق شکل، جریانی یک جهته، پایدار و با تقارن محـوری بـین دو لولـه مـدور را در نظـر                        -19

 . بگیرید

  . معادلات حرکت را در این حالت نوشته و ساده کنید-الف
  . شرایط مرزی را برای این جریان بنویسید-ب
  .عت و تنش برشی را به دست آورید معادلات پروفیل سر-ج
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 19مربوط به تمرین تکمیلی ): 9(شکل 

 
 داخـل یـک     Ω و طول بینهایت بـا سـرعت زاویـه ای            1R یک میله با مقطع دایره به شعاع         -20

12 و   2Rسیلندر ثابت هم مرکز با میله که شعاع آن           RR فـرض  .  می باشد دوران مـی کنـد       <
که سطح مشترک   (2µو 1µدو سیال غیر قابل تراکم با لزجت       . جریان دو بعدی است    می شود 

 و میله   استبا فرض اینکه جریان دو بعدی       . بین میله و سیلندر قرار دارد     )  است Rدو سیال   
 زمان زیادی است که می چرخد و جریان دائمی است،

  . معادلات حرکت را در این حالت نوشته و ساده کنید-الف 
  . شرایط مرزی را برای این جریان بنویسید-ب
21 در رابطه با تنش برشی روی سطح سیلندر در صورتی که             -ج µµ  2R  تا   1Rز  ا R باشد و  >
  .غییر کند، بحث کنیدت
12را در حالتی که ) ج(قسمت  -د µµ   . باشد تکرار کنید≥

  
 20مربوط به تمرین تکمیلی ): 10(شکل 

 

تابع تبدیل   -21
1

2

1 z

a
zw   را از صفحه φ، جریان از چپ به راست موازی محور=+

ψφ iw با دو تابع تبدیل .  تبدیل می کندa به جریان اطراف استوانه ای به شعاع =+
αiezz 12  و =

2

2

2 z

b
zz   α حمله، جریان غیر چرخشی با زاویهz نهایتاَ در صفحه=+

در این جریان غیر چرخشی، مقدار . اطراف استوانه با مقطع بیضی خواهیم داشت
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ivu
dz

dw 12 را پیدا کنید و شکل جریان را در صفحات =− ,, zzz با چند خط جریان 
سرعت با فرض اینکه . قاط سکون را نیز مشخص کنیدنشان دهید و در هر صفحه نقطه یا ن

در بینهایت 
s

m
U  در نقطه zدر صفحهباشد،  ∞=1

2

πθ 2)( و =
2

a

b
ar  مقدار سرعت =−

ریب فشار  برابر فشار اتمسفر باشد، ضP∞اگر . را به دست آورید
22/1 ∞

∞−
U

PP

ρ
 را در نقطه فوق 

 .و نقاط سکون محاسبه نمایید

 
 
  

  
  
  
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  



 ٢٤١ / فهرست منابع و مراجع 

  فهرست منابع و مراجع
  

1. Allen Jr Theodore, Ditsworth Richard L., “Fluid Mechanics”, Mc Graw-Hill, 

Inc., London,  1972 

2. Batchelor G. K.,  “An Introduction to Fluid Dynamics”, Cambridge University 

press, 1970 

3. Cengel Yunus A. Cimbala, John M. “Fluid Mechanics, Fundamentals and 

Applications”, Mc Graw-Hill, Inc., 2006 

4. Chow Ven Te, “Open Channel Hydraulics’, Mc Graw-Hill, Inc., Newyork,  

1959 

5. Currie I. G.  “Fundamental Mechanics of  Fluids”, Mc Graw-Hill, Inc.,  2002 

6. Daughery Robert L., Franzini Josseph B., “Fluid Mechanics with Engineering 

Applications”, Mc Graw-Hill, Inc., U.K., 1977 

7. Dixon Sydney Lawrence, “Fluid Mechanics, Thermodynamics of 

Turbomachinary”, Macmillan, 1965 

8. Douglas J. F., Gasiorec J. M., Swaffield J. A., “Fluid Mechanics”, John Wiley & 

Sons, Inc., New York, 1985 

9.  Duncan W. J., Tom A. S., Young A. D. , “Mechanics of Fluids”, Edward 

Arnold Ltd., London, 1960 

10. Fox J. A. “An Introduction to Engineering Fluid Mechanics”, Macmillan Press 

Ltd, London, 1974 

11.  Fox Robert W., McDonald  Alan T., “Introduction to Fluid Mechanics”, Fourth 

edition, John Wiley & Sons, Inc. 1994 

12. Grimson J. “Advanced Fluid Dynamics and Heat Transfer”, Mc Graw-Hill, Inc.,  

2008 

13. Jafari G. I., Rad M., “Experimental Analysis of Cavitation Effects on Drag 

Force and Back Pressure of a Cylinder with Free Turbulence”, In. J. of Sci. & 

Tech., Tran. B.M.E. 2009 

14.  John James E. A., Haberman William L., “Introduction to Fluid Mechanics”, 

New Jersey, 1988 



 ٢٤٢                                                                                      )  هیدروآئرودینامیک کاربردی(جریان سیال تراکم ناپذیر   

 

15. Khayyat M., Rad M. “Some Experimental Studies on the Performance of a Rigid 

Wing Land Yacht Model in Com. With VPP”, Tran B.M.E. 2004 

16. Kuethe A. M. , Chow C, Y.,  “Foundations of Aerodynamics, Bases of 

Aerodynamic Design”, 5th Ed., John Wiley & Sons, Inc., 1998  

17. Kundu Pijush K. , Kohen Ira M. , “Fluid Mechanics”, 2nd Edition, Academic 

press, USA, 2002 

18.  Liggett James A.  “Fluid Mechanics”, Mc Graw-Hill Inc. New York, 2008 

19.  Munson Bruce R. , Young Donald F. , Okiishi Theodore H. , “Fundamentals of 

Fluid Mechanics”, 4th edition, John Wiley & Sons, Inc., 2002 

20.  Panton Ronald L., “Incompressible Flow”, 3rd Ed., John Wiley & Sons, Inc, 

New York, 2005 

21.  Ramamrutham S., “Hydraulics, Fluid Mechanics and Fluid Machines”, India, 

1986 

22.  Russel George E., “Hydraulics”, Cambridge, 1941 

23.  Sabersky Rolf H., Acosta Allen J., Hauptmann Edward G., Gates E. M.,  “Fluid 

Flow”, 4th Ed., Prentice Hall, New Jeresy, 1999 

24.  Schlichting Hermann, Klaus Gersten, “Boundary Layer Theory”,8th Revised 

Edition,  Springer, Inc., Berlin,  2000 

25.  Shames Irving H. , “Mechanics of Fluids”, Third edition, Mc Graw-Hill, Inc.,  

1992 

26.  Streeter Victor L., Wylie Benjamin E., Bedford, Keith W., “Fluid Mechanics”, 

9th Edition, Mc Graw-Hill, Boston, 1998 

27.  Vallentine H. R. , “Applied Hydrodynamics”, First published by Butterworth & 

Co. 2008 

28.  Vennard J. K. , “Elementary Fluid Mechanics”, John Wiley & Sons, Inc., 1961  

29.  White Frank. M. , “Fluid Mechanics”, 4th edition, Mc Graw-Hill, Inc., 2004 

30.  White Frank. M. , “Viscous Fluid Flow”, 3rd edition,  Mc Graw-Hill, 1994 

  1380، انتشارات دانشگاه تهران، موسسه انتشارات و چاپ،  »هیدرودینامیک« حسن احمدی، فرهنگ راد، -31


